
ارتعاشات                                                                    : درس نام   
 

2 
 

  منبع درس:

  ارتعاشات مكانيكي رائو -٢        ارتعاشات مكانيكي تامسون              -١

  

  نحوه ارزيابي:

  حضور در كلاس

  نمره ٣ >>>>تمرين                

  نمره ٥ >>>>ميان ترم                                          

  نمره ١٢ >>>>پايان ترم                                                                        

  اضافه >>>>پروژه                                                                                                        

...................................................................................................................................................................  

                                                    اول: جلسه  

  تعاريف:

  »»»حركت نوساني

دسته مهم و خاصي از مسائل ديناميك با حركت خطي و  زاويه اي اجسام سروكار دارند و در حركت 
  پتانسيل و برعكس تبديل مي شود.آن ها انرژي جنبشي به 

  ين حركت اجسام حركت نوساني است.حنتيجه تبديل اين انرژي ها به يك ديگر در 

  توانند حركت نوساني داشته باشند. همه ي اجسامي كه داراي جرم و الاستيسيته مي باشند مي

  رم = اينرسي مادهالاستيسيته = فنر                      ج                                 
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  »»»سيستم هاي خطي

  يك سيستم در صورتي خطي است كه اصل بر هم نهي (سوپر پوزيشين) در آن قابل اعمال باشد.

  

  »»»اصل بر هم نهي

اين اصل بيان مي كند كه پاسخ بدست آمده از اعمال هم زمان دو تابع نيروي متفاوت برابر مجموعه 
  هر كدام از پاسخ هاست.

  

  »»»خطيسيستم غير 

  اگر در يك سيستم اصل بر هم نهي استوار نباشد آن سيستم غير خطي خوانده مي شود.

در نتيجه در يك سيستم غير خطي پاسخ به دو ورودي را نمي توان با محاسبه ي پاسخ هركدام از 
  .آوردورودي ها و در نهايت جمع پاسخ ها بدست 

  

  »»»خطي سازي سيستم هاي غير خطي

ساني ارتعاشات ممكن است حول نقطه ي تعادل سيستم انجام شود. در اين در سيستم هاي نو
صورت مي توان از طريق اعمال بسط تيلور حول نقطه ي تعادل و حذف جملات درجه بالاتر و در نظر 

  گرفتن جمله ي خطي ، اين سيستم ها را خطي كرد.

  

  »»»ارتعاشات آزاد و ارتعاشات اجباري

دهد كه يك سيستم در اثر نيروهاي داخلي و ذاتي خود در حركت ي آزاد هنگامي رخ مارتعاشات 
  نوساني باشد و نيروهاي تحريك كننده خارجي بر سيستم اثر نكند. 

  اجباري خوانده مي شود. تارتعاشاتي كه در اثر تحريك نيروهاي خارجي به وجود مي آيد ارتعاشا
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  »»»تشديد

هنگامي كه تحريك اعمال شده بر روي يك سيستم ارتعاشي نوساني باشد سيستم خطي با همان 
فركانس تحريك حركت نوساني خواهد نمود. اگر فركانس تحريك با يكي از فركانس هاي طبيعي 

  شديد به وجود مي آيد و ممكن است منجربه نوسانات بسيار بزرگي شوند.تسيستم منطبق باشد 

  

  »»»ميرايي

سيستم هاي ارتعاشي تا اندازه اي داراي ميرايي مي باشند. اگر ميرايي كوچك باشد تأثير بسيار 
كمي بر فركانس هاي طبيعي سيستم خواهد داشت و محاسبات برپايه ي عدم وجود ميرايي انجام 

  مي شود.

  

  »»»درجه آزادي

جه ي آزادي آن تعداد مختصات مستقلي كه براي توصيف حركت يك سيستم مورد نياز است در
  سيستم خوانده مي شود.
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  »»»ارتعاشات معين و ارتعاشات تصادفي

اگر ميزان نيروي محركه ي مؤثر بر يك سيستم نوساني در هر لحظه از زمان معلوم باشد آن را 
  تصادفي مي نامند.ارتعاشات معين (نظم) مي گويند و اگر بر حسب زمان مشخص نباشد آن را 

  

ቀفنر يا يك جسم الاستيكቁ ذخيره كننده ي انرژي پتانسيل − 𝟏

                 ቀجرم يا اينرسيቁ ذخيره كننده ي انرژي جنبشي − 𝟐

                                ቀدمپرቁ مستهلك كننده انرژي سيستم − 𝟑⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

         اجزاء يك سيستم نوساني»»»
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  ١٣/١٢/٩٧١٣تاريخ:                                                      : دومجلسه  

  حركت هارمونيك : ( حركت نوساني )

  هر حركتي كه در بازه هاي زماني مشخص تكرار شود را حركت هارمونيك يا نوساني مي گويند.

  زمان تناوب خوانده مي شود و فركانس يك نوسان به صورت زير تعريف مي شود؛ 𝛕زمان تكرار 

 فركانس 
ሳልልሰ 𝑭 =

𝟏

𝝉
 

  مثال:

   𝝉 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟐                                                            «««««««««𝑭 =
𝟏

𝟎.𝟎𝟎𝟐
= 𝟓𝟎𝟎  

𝒙(𝒕)باشد در اين صورت داريم  𝝉تابعي با دوره تناوب  𝒙(𝒕)اگر  = 𝒙(𝒕 + 𝝉) 

  يعني:

  

مثلثاتي  𝐜𝐨𝐬و يا  𝐬𝐢𝐧ساده ترين شكل حركت تناوبي حركت هارمونيك مي باشد كه به صورت تابع 

  مي باشد.

  اين حركت را مي تون با يك جرم آويزان شده از يك فنر سبك نشان داد.

٠  
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𝝉 𝟐𝝅
𝒕 𝜽

 ≫≫    𝜽 =
𝟐𝝅

𝝉
 𝒕   

𝑭ୀ
𝟏

𝝉
ሳልሰ  𝜽 = (𝟐𝝅𝑭)𝒕 

فركانس طبيعي سيستم
ሳልልልልልልልልልሰ 𝝎⏟

امگا

= 𝟐 𝝅 𝑭  ≫≫≫  𝜽 = 𝝎 𝒕 

൜ موقعيت هر لحظه
𝒙(𝒕) = 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽   
𝒙(𝒕) = 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝝎 𝒕

 

𝒙(𝒕)}در معادله  = 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝝎 𝒕}  ،𝐀  دامنه نوسان نسبت به نقطه تعادل و𝛕  زمان تناوب نوسان 

كه فركانس دوراني خوانده مي شود بر حسب راديان بر ثانيه مي باشد. سرعت و  𝛚مي باشد و كميت 

 شتاب حركت هارمونيك را مي توان به صورت ساده از مشتق گيري از معادله بالا بدست آورد.

 

                           𝒙(𝒕) = 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝝎 𝒕 

         
يك بار مشتق نسبت به زمان
ሳልልልልልልልልልልልልሰ �̇�(𝐭) = 𝐀 𝛚 𝐜𝐨𝐬 𝛚𝐭 

دو بار مشتق نسبت به زمان
ሳልልልልልልልልልልልሰ �̈�(𝐭) = − 𝐀 𝛚𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝛚𝐭 

  انرژي جنبشي:

  انرژي جنبشي يك ذره به صورت زير تعريف مي شود.

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐕𝟐 

  برسد. 𝐕و برابر كل كاريست كه بايد بر روي ذره انجام شود تا سرعت آن از صفر تا 

مثبت است و مي توان رابطه كار و ارژي را به صورت زير انرژي جنبشي كميتي اسكالر و همواره 

  نوشت؛
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∆𝐮 = ∆𝐓           ≫≫           𝐮𝟏ି𝟐 = 𝐓𝟐 − 𝐓𝟏          ≫≫           
𝟏

𝟐
𝐦 (𝐕𝟐

𝟐 − 𝐕𝟏
𝟐)

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
 

 

𝑻معادله  =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐕𝟐  براي انرژي جنبشي يك ذره مي باشد اما براي انرژي جنبشي يك جسم صلب

  داريم:

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐕𝟐 +

𝟏

𝟐
 �̅� 𝛚𝟐 

            𝝎                              سرعت زاويه اي =�̅�  =ممان اينرسي حول مركز جرم  

  

ቀجاذبهቁ گرانشي

ቀكشسانيቁ فنري
ቑ    انرژي پتانسيل

  گرانشي:

           
فرمول
ሳልሰ 𝐯𝐠 = 𝐦 𝐠 𝐡  

اختلاف
ሳልሰ ∆𝐯𝐠 = 𝐦 𝐠 (𝐡𝟐 − 𝒉𝟏) 

  

  كشساني:

فرمول
ሳልሰ 𝐯𝐞 =

𝟏

𝟐
 𝐤 𝐱𝟐          𝒌 = 𝒙           ضريب سختي فنر =  ميزان جمع شدگي يا كشيدگي فنر

          
اختلاف
ሳልሰ ∆𝐯𝐞 =

𝟏

𝟐
 𝐤 ൫𝐱𝟐

𝟐 − 𝒙𝟏
𝟐൯  
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 ممان اينرسي:

  

  كره يا دايره:

𝑰𝑮 =
𝟏

𝟐
 𝒎 𝒓𝟐

𝑰𝑶 =
𝟑

𝟐
 𝒎 𝒓𝟐

 

 

  ميله:

 

𝑰𝑮 =
𝟏

𝟏𝟐
 𝒎 𝑳𝟐

𝑰𝑶 =
𝟏

𝟑
 𝒎 𝑳𝟐

 

  مثال:

كه حركت غلطشي انجام مي دهد را بدست  𝐦انرژي جنبشي استوانه ي تو پر يكنواخت به جرم 

  آوريد؟

  

  نكته:

  چون كه دوران دارد از فرمول

  جسم صلب استفاده مي كنيم. 

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐕𝟐 +

𝟏

𝟐
 �̅�𝐨 𝛚𝟐 



ارتعاشات                                                                    : درس نام   
 

10 
 

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 (𝐫 𝛚)𝟐 +

𝟏

𝟐
 ൬

𝟑

𝟐
 𝒎 𝒓𝟐൰ 𝛚𝟐 

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐫𝟐𝝎𝟐 +

𝟑

𝟒
 𝒎 𝒓𝟐 𝛚𝟐 =

𝟓

𝟒
𝒎 𝒓𝟐𝛚𝟐 

  مثال:

  انرژي جنبشي براي سيستم هاي زير را بدست آوريد؟

  

  الف)

  

𝐓 =
𝟏

𝟐
× 𝟐 ×  𝟐𝟐 +

𝟏

𝟐
 ൬

𝟏

𝟑
 × 𝟐 × 𝟐𝟐൰ × 𝟐𝟐 = 𝟗. 𝟑𝟑 

  ب)

  

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 𝐕𝟐

ᇣᇧᇤᇧᇥ
صفر ≫ چون هول مركز دوران دارد

+
𝟏

𝟐
 �̅� 𝛚𝟐 

  سختي فنرها:

  

 𝒌𝒆𝒒 .براي فنر معادل با مجموعه فنرها است =  

𝟏

𝒌𝒆𝒒
=

𝟏

𝒌𝟏
+

𝟏

𝒌𝟏
 

  مثال:
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𝒌𝟏 = 𝟖𝟎              𝒌𝟐 = 𝟏𝟎𝟎    

𝟏

𝒌𝒆𝒒
=

𝟏

𝒌𝟏
+

𝟏

𝒌𝟏
 

𝟏

𝒌𝒆𝒒
=

𝟏

𝟖𝟎
+

𝟏

𝟏𝟎𝟎
  ≫≫   

𝟏

𝒌𝒆𝒒
=

𝟏𝟎𝟎 + 𝟖𝟎

𝟖𝟎 × 𝟏𝟎𝟎
 ≫≫   𝒌𝒆𝒒 =

𝟖𝟎 × 𝟏𝟎𝟎

𝟏𝟎𝟎 + 𝟖𝟎
= 𝟒𝟒. 𝟒𝟒 

  

  

𝒌𝒆𝒒 = 𝒌𝟏 + 𝒌𝟐                                        

  

  

𝒌𝟏مثال:       = 𝟖𝟎              𝒌𝟐 = 𝟏𝟎𝟎  

𝒌𝒆𝒒 = 𝟖𝟎 + 𝟏𝟎𝟎 = 𝟏𝟖𝟎 

  مثال:

  

𝟏

𝒌𝒆𝒒
=

𝟏

𝟐𝒌
+

𝟏

𝟑𝒌
=

𝟑𝒌 + 𝟐𝒌

𝟔𝒌𝟐
                                       

𝒌𝒆𝒒 =
𝟔𝒌𝟐

𝟓𝒌
=

𝟔

𝟓
𝒌                                                          

  

  

 محوري تحت فشار است؛ تيري كه به صورت

  تير آزاد:
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                                 𝛛 =
𝑭 𝑳

𝑨 𝑬
  

𝑭 = 𝒌 𝒙 ≫≫≫ 𝒌𝒆𝒒(
𝑭 𝑳

𝑨 𝑬
)

ൢ 𝒌𝒆𝒒 =
𝑬 𝑨

𝑳ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
 

  

  :تير يك سر گير دار

  

𝒌𝒆𝒒 =
𝟑 𝑬 𝑰

𝑳𝟑ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
                                                    

  

  

  تمرين:

  تعيين كنيد؟ فنريت معادل سيستم شكل زير را

  

  

𝒌𝒆𝒒 =  ؟

  

  

  

  



ارتعاشات                                                                    : درس نام   
 

13 
 

  ١٩/١٠/٩٨١٣: خيتار                                                    : سومجلسه

  » فصل دوم« 

  ارتعاشات آزاد:

  معادلات حركت مربوط به ارتعاشات آزاد؛

  

  

 

  

  

 معادله نيوتن 
ሳልልልልልሰ  𝑭ሬሬ⃗ = 𝒎 𝒂ሬሬ⃗  

𝟐
⇒      𝐚 = 𝟎        �⃗� = 𝟎   ≫≫   𝐦 𝐠 − 𝐤 ∆= 𝟎  ≫≫   𝐦𝐠 = 𝐤∆ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ  

  

𝟑
⇒       𝐚 ≠ 𝟎      ,     𝐚 = �̈�     ≫≫≫      �⃗� = 𝐦 �̈�   

𝐦𝐠 − 𝐤(∆ + 𝐱) = 𝐦�̈� 

𝐦𝐠 − 𝐤∆ − 𝐤𝐱 = 𝐦�̈� 

𝐦𝐠 − 𝐦𝐠 − 𝐤𝐱 = 𝐦�̈� 

 معادله حركت 
ሳልልልልልሰ 𝐦�̈� + 𝐤𝐱 = 𝟎ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ 
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൬𝝎𝒏 اگر فرض كنيم 
𝟐 =

𝒙 ضريب

�̈� ضريب
൰ 𝝎𝒏

𝟐 =
𝒌

𝒎
  فركانس طبيعي سيستم مي گوييم. 𝝎𝒏كه به 

  را قرار دهيم داريم؛ 𝝎𝒏اگر در رابطه مربوط به معادله حركت 

�̈� + 𝝎𝒏
𝟐  𝒙 = 𝟎 

  

  جواب عمومي معادله ديفرانسيلي بالا به صورت زير نوشته مي شود؛

𝒙 = 𝑨 𝒔𝒊𝒏 (𝝎𝒏𝒕) + 𝑩 𝒄𝒐𝒔 (𝝎𝒏𝒕) 

  توضيح:

و ميزان سرعت در زمان  (𝒙𝟎)جايي در زمان صفر  هبيعني ميزان جا اگر در معادله بالا از شرايط اوليه

൫𝒙𝟎صفر 
𝟎൯ تعيين مي گردد.  

  با قرار دادن شرايط مرزي در معادله جواب بصورت زير مي شود؛

𝒙 =
𝒙�̇�

𝝎𝒏ด
𝑨

 𝒔𝒊𝒏 (𝝎𝒏𝒕) + 𝒙𝟎ด
𝑩

 𝒄𝒐𝒔 (𝝎𝒏𝒕) 

  

روش نيوتن          √  

روش انرژي           √  

روش ريلي           √ 

 × روش لاگرانژ       

  × ⎭روش كار مجازي  
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

 روش هاي تعيين فركانس طبيعي يك سيستم
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 (روش نيوتن) :مثال  

  فركانس طبيعي جرم و فنر ساده بر روي سطح شيب دار در شكل زير را تعيين كنيد؟

  

  

  

  

 𝑭ሬሬ⃗ = 𝒎 𝒂ሬሬ⃗  

−𝒌𝒙 = 𝒎�̈�   ≫≫≫   𝒎�̈� + 𝒌𝒙 = 𝟎 

𝝎𝒏
𝟐 =

𝒌

𝒎
≫ 𝝎𝒏 = ඨ

𝒌

𝒎
 

 :روش انرژي  

بوده و معادلات ديفرانسيل حركت را مي توان از پايستگي در يك سيستم پايستار، انرژي كل ثابت 

انرژي بدست آورد براي يك سيستم بدون ميرايي با ارتعاش آزاد جزئي از انرژي به صورت جنبشي و 

انرژي جنبشي به صورت سرعت يك جرم در آن ذخيره  .بخشي ديگر به صورت انرژي پتانسيل است

كرنشي تغيير شكل الاستيكي فنر يا كار انجام شده در  مي شود و انرژي پتانسيل به صورت انرژي

  يك محيط نيرو مانند جاذبه ذخيره مي گردد.

  بنابراين خواهيم داشت؛ 

𝐓 + 𝐔 = 𝐓                           مقدار ثابت = 𝐔         انرژي جنبشي =  انرژي پتانسيل

 مشتق 
ሳልሰ

𝐝

𝐝𝐭
(𝐓 + 𝐔) = 𝟎 
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  مثال:

  بدست آوريد؟ روش انرژيزير را با استفاده از  شكل سيستم فركانس طبيعي

𝒙 =   جابه جايي

�̇� =                             سرعت

�̈� =                              شتاب

  

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦𝐯𝟐 =

𝟏

𝟐
𝐦�̇�𝟐 

𝐔 =
𝟏

𝟐
𝐤𝐱𝟐 

𝐝

𝐝𝐭
(𝐓 + 𝐔) = 𝟎   ≫≫     

𝐝

𝐝𝐭
൬

𝟏

𝟐
𝐦�̇�𝟐 +

𝟏

𝟐
𝐤𝐱𝟐൰ = 𝟎  

 مشتق 
ሳልሰ

𝟏

𝟐
𝒎(𝟐�̇��̈�) +

𝟏

𝟐
𝒌(𝟐𝒙�̇�) = 𝟎 

𝒎�̈� + 𝒌𝒙 = 𝟎 ≫≫   𝝎𝒏 = ඨ
𝒌

𝒎

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
 

  مثال:

  بدست آوريد؟ روش انرژيفركانس طبيعي سيستم شكل زير را با استفاده از 
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  حل:

𝒙 =
𝑳

𝟐
𝜽                                         

�̇� =
𝑳

𝟐
�̇�                                         

𝐓 =
𝟏

𝟐
𝐦 ൬

𝑳

𝟐
�̇�൰

𝟐

 

𝐔 =
𝟏

𝟐
𝐤 ൬

𝑳

𝟐
𝜽൰

𝟐

 

𝐝

𝐝𝐭
(𝐓 + 𝐔) = 𝟎   ≫≫     

𝐝

𝐝𝐭
ቈ
𝟏

𝟐
𝐦 ൬

𝑳

𝟐
�̇�൰

𝟐

+
𝟏

𝟐
𝐤 ൬

𝑳

𝟐
𝜽൰

𝟐

 = 𝟎 

 مشتق 
ሳልሰ

𝟏

𝟐
𝐦

𝑳𝟐

𝟒
൫𝟐�̇��̈�൯ +

𝟏

𝟐
𝐤

𝑳𝟐

𝟒
൫𝟐𝜽�̇�൯ = 𝟎 

𝒎𝑳

𝟐ต
𝒎

�̈� +
𝐤𝐋

𝟐ด
𝒌

𝛉 = 𝟎       ≫≫≫≫       𝝎𝒏 = ඩ

𝒌 𝑳
𝟐

𝒎 𝑳
𝟐

= ඨ
𝒌

𝒎
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ

 

  

 :روش ريلي  

ቀ𝐓به صورت در اين روش انرژي جنبشي سيستم  =
𝟏

𝟐
𝐦𝐞𝐟𝐟 �̇�𝟐ቁ  است. كه در اين معادله𝐦𝐞𝐟𝐟 

اگر سختي در آن نقطه  .است �̇�ا جرم معادله متمركز در نقطه اي تعيين شده با سرعت يجرم موثر 

  نمايش داده مي شود. 𝐤𝐞𝐟𝐟زير مشخص باشد و با 

𝝎𝒏فركانس طبيعي را مي توان از رابطه ساده   = ට
𝐤𝐞𝐟𝐟

𝐦𝐞𝐟𝐟
=𝐞𝐟𝐟∗.                   محاسبه كرد    افكتيو
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  ٢٦/٠١/١٣٩٨: خيتار                                                  : چهارمجلسه

  مثال:

  فركانس طبيعي سيستم زير را بدست آوريد؟ (با استفاده از روش ريلي)

  

𝐌 =
𝟏𝟎

𝟑
𝐦 

𝐈𝐨 =
𝟏

𝟐
𝐌𝐑𝟐 

  
  

  

 جنبشي 

ሳልልሰ 𝐓 =
𝟏

𝟐
 𝐦⏞

𝒎𝒆𝒇𝒇

 𝐯𝟐 

 پتانسيل 
ሳልልሰ 𝐔 =

𝟏

𝟐
 𝐤⏟
𝒌𝒆𝒇𝒇

 𝐯𝟐 

𝛚𝒏 = ඨ
𝐤𝒆𝒇𝒇

𝒎𝒆𝒇𝒇
 

  حل:
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𝟐
⇒

𝐑

𝐱𝐌
=

𝟐𝐑

𝐱𝐦
≫≫≫ 𝐱𝐌 =

𝐱𝐦

𝟐
≫≫≫ 𝐱𝐦 = 𝟐 𝐱𝐌ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

𝐱�̇�ୀ𝟐 𝐱�̇�

 

𝟏
⇒ 𝐱�̇� = 𝐑 �̇� ≫≫≫ �̇� =

𝐱�̇�

𝐑
 

  

 جنبشي 

ሳልልሰ 𝐓 =
𝟏

𝟐
 𝐦 𝐱�̇�

𝟐
ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ

𝐱 حركت در جهت

+
𝟏

𝟐
𝐈𝐀�̇�𝟐

ᇩᇪᇫ

گردش

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
قرقره

+
𝟏

𝟐
𝐦 (𝐱�̇�)𝟐

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
𝐦 جرم

 

𝐓 =
𝟏

𝟐
 𝐌 𝐱�̇�

𝟐 +
𝟏

𝟐
൬

𝟑

𝟐
𝐌𝐑𝟐൰ ൬

𝐱�̇�

𝐑
൰

𝟐

+
𝟏

𝟐
𝐦⏟

𝟑
𝟏𝟎

 𝑴

(𝟐 𝐱�̇�)𝟐 

𝐓 =
𝟏

𝟐
 𝐌 +

𝟑

𝟐
𝐌 +

𝟏𝟐

𝟏𝟎
𝐌൨

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐌𝐞𝐟𝐟 ୀ 
𝟑𝟕
𝟏𝟎

 𝐌

𝐱�̇�
𝟐 

  

 پتانسيل 
ሳልልሰ 𝐔 =

𝟏

𝟐
 𝐤⏟
𝒌𝒆𝒇𝒇

 𝐱𝑴
𝟐 

 

𝛚𝒏 = ඨ
𝐤𝒆𝒇𝒇

𝒎𝒆𝒇𝒇
= ඨ

𝐤

𝟑𝟕
𝟏𝟎

 𝐌
= ඨ

𝟑𝟕 𝐌

𝟏𝟎 𝒌ᇣᇧᇤᇧᇥ

ᇩᇭᇪᇭᇫ
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  تمرين:

 فركانس طبيعي سيستم شكل زير را با استفاده از سه روش (نيوتن ـ انرژي ـ ريلي) محاسبه كنيد؟

  و نتايج را با هم مقايسه كنيد؟

  

  

  

  

  

  ارتعاشات آزاد با ميرايي لزج (ويسكوز):

  

 𝐂(دمپر) ضريب ميرايي مستهلك كننده =  

  

  

  معادله نيوتن؛

 𝐅 = 𝐌 𝐀 

−𝐤𝐱 − 𝐜�̇� = 𝐦 �̈� 

معادله حركت ارتعاش آزاد با ميرايي لزج 
ሳልልልልልልልልልልልልልልልልልልሰ 𝐤𝐱 + 𝐜�̇� + 𝐦 �̈� = 𝟎 
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  ميرايي بحراني را به صورت زير تعريف مي كنيم؛

𝒄𝒄 = 𝟐 𝐦 𝝎𝒏 = 𝟐 𝒎 ඨ
𝒌

𝒎
= 𝟐 √𝒌 𝒎 

  (زِتا) بيان كرد. 𝛏هر ميرايي ديگر را مي توان بر حسب ميرايي بحراني و توسط عدد بدون بعد 

𝛏 =
𝐜

𝐜𝐜
 

  پس معادله حركت را مي توان به صورت زير نوشت:

�̈� + 𝟐 𝛏 𝛚𝐧 �̇� + 𝛚𝐧
𝟐 𝐱 = 𝟎 

  (زِتا) به صورت زير حل مي شود؛ 𝛏معادله بالا براي حالت هاي مختلف 

𝛏اگر الف)  <   باشد (كم ميرا) 𝟏

 ××      𝐱 = 𝐞ି 𝛏 𝛚𝐧 𝐭 ቆ𝐀 𝐞𝐢 ට𝟏ି𝛏
𝟐

 𝛚𝐧𝐭 + 𝐁 𝐞ି𝐢 ට𝟏 ି 𝛏
𝟐

 𝛚𝐧𝐭ቇ 

  : با قرار دادن شرايط مرزي فركانس ارتعاشات ميرا برابر است با

𝛚𝐝 = 𝛚𝐧 ට𝟏 − 𝛏
𝟐
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𝛏ب) اگر  >   باشد (بيش ميرا) 𝟏

 ××        𝐱 = 𝐀 𝐞
൭ି 𝛏 ା ට 𝛏

𝟐
ି𝟏 ൱𝛚𝐧𝐭

+ 𝐁 𝐞
ቆି 𝛏 ିට 𝛏 ି 𝟏 ቇ𝛚𝐧𝐭

 

  

  

  

  

  

𝛏ج) اگر  =   باشد (بحراني) 𝟏

𝒙 = [𝒙(𝟎) + [�̇�(𝟎) + 𝝎𝒏 𝒙(𝟎)]𝒕]𝒆ି𝛏 𝝎𝒏 𝒕 

  

  

  

  

  

  ٠٩/٠٢/١٣٩٨: خيتار                                                   : پنجمجلسه

  كاهش لگاريتمي:

  براي تعيين ميرايي يك سيستم اندازه گيري آهنگ كاهش نوسانات آزاد است.يك راه مناسب 


