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Chapter 1

O Problema e os postulados

1.1 Segunda Aula: 19/03/2008

1.1.1 Definigao Quantitativa de Calor:

Desejamos agora introduzir uma definicao quantitativa de calor, assim como
estabelecer suas unidades. Para tanto, intuitivamente, podemos dizer que o
calor (produzido ou absorvido) por um sistema termodinamicamente simples é,
sem que varie o nimero de moles, todo tipo de energia que nao pode ser escrita
em termos do trabalho mecdnico realizado pelo sistema ou sobre o sistema.
Assim, temos

dQ = dU — aWy,. (1.1)

Vale ressaltar, entretanto, dois pontos:

e Esta expressdo vale para diferenciais nao-exatas para o calor e para o
trabalho (@ e Wj,). Entretanto, a energia é uma diferencial exata. Isto
implica que os valores de variagao de @ e W) sdo dependentes do processo
particular que se estd considerando, enquanto que o valor de variagao da
energia interna U é independente das particularidades do processo.

e Note que esta expressao deve valer apenas para situagoes em que nao haja
variagao do nimero de moles. Para os casos em que haja uma tal variagao,
deveremos incluir um outro termo na equagao.

O trabalho mecéanico pode ser escrito, como de costume, na forma 7 = fdz,
onde f é a forca e x é o deslocamento. Entretanto, como ja afirmamos, forca
e deslocamento nado sdo varidveis termodindmicas. Podemos passar para as
varidveis termodindmicas escrevendo

f

_Z (Adf[}) )

T =

1
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onde A ¢ a drea da secdo reta que se aplique ao problema particular. Nesse caso,
tomando a pressdo P como f/A e o volume como dV = Adx, temos que

7= —PdV. (1.2)

O sinal negativo deve ser colocado porque estamos assumindo que um trabalho
feito sobre o sistema ird aumentar sua energia (se tudo acontecer sem perda de
calor). De fato, pela expressao (1.1), teremos

AU = dWyy

(na auséncia de varia¢do no calor tanto a energia interna como o trabalho sao
diferenciais exatas). Ora, se diminuimos o volume de um certo sistema termod-
inamico (dV < 0), entdo estamos agindo sobre o sistema e, assim, aumentando
sua energia, de modo que devemos ter, neste caso,

dU = —PdV

para que o valor negativo de dV implique em um aumento de energia interna.
E importante ressaltar que a expressao (1.2) para o trabalho mecanico s6
vale para variagoes quase-estdticas no sistema.
Pela expressao (1.1) acima fica claro que o calor e a energia tém a mesma
unidade, que pode ser erg no sistema cgs, ou Joule, no sistema MKS (1J =
107ergs). A caloria também ¢ usada e temos que lcal = 4.1858.J.

Example 1 1. (a) O exemplo apresenta uma curva que vale quando ndo hd
calor envolvido (chamada de adiabat), dada por

P32V = const.

Através desta expressao, considerando que o sistema percorreu esta curva,
temos que

31/5 31,5
PAVA - P V B
em qualquer ponto da curva. Assim, podemos escrever

5/3
P=P, (%) |

Como na curva adiabat nao had altera¢ao no calor, temos que a variag¢ao
da energia é simplesmente

A
Up—Uas = —/ PdV = —112.5J,
B

como mostrado no livro.
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2. Com a introducdo do sistema mecanico que ird transformar energia mecanica
em calor segundo a expressao

dP 2w
o a3V
onde T é o torque, temos que
P = %uﬂdt = %%dt% = %Tdﬁ% = ;%
de modo que
dU = ngP.

Agora, sabemos que dU > 0, visto que T e dO tém o mesmo sinal. Assim,
como V' é sempre positivo, temos que dP > 0, indicando que o processo sé
pode se dar na direcao de aumento da pressao. Para a situacdo particular
em que o processo é realizado entre os pontos A e C' (volume constante!),
temos que (por integracio direta)

Up—Up = gvA (Pa— Po) = 145.3]
e, da mesma forma,

3
Up —Up = Vi (Pp — Py) = 116257

3. Fica claro, portanto, que podemos conectar dois pontos quaisquer no plano
PV mostrado no livro bastando escolher uma curva isocdrica (mesmo vol-
ume) e outra curva pelo adiabat (Q = 0). Tais curvas vdo se encontrar
em algum ponto e prover um caminho termodindmico para os dois es-
tados (inicial e final). Por exemplo, para irmos do ponto A ao ponto
D podemos usar, pelo processo adiabditico, Ugp — Uy = —112.5J e, pelo
processo isocorico, Up — Ug = 1162.5J, como calculado previamente. As-
stm, temos Up — U = 1050J, etc.

4. No processo A — D devemos ter producdo de calor (ndo é uma curva
adiabat). Mas temos o valor de Up — U4, dado acima, bem como temos
o valor do trabalho Wap (= Wapp, visto que a parte DB ndo contribui
devido ao volume constante). Assim,

Up—Ua=Wap+Qap

e, portanto, Qap = 1750J, como no livro.

1.1.2 Medida da energia:

O problema anterior nos capacita dizer que podemos sempre controlar e medir
a energia interna de um sistema termodinédmico.
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De fato, podemos controlar na medida em que sabemos existirem paredes
que sdo impermedgveis a troca de calor (paredes adiabdticas), assim como aquelas
que ndo sao impermedveis (paredes diatérmicas). Também sabemos existirem
pareces que ndo permitem troca de calor nem trabalho (chamadas paredes re-
stritivas & energia). Assim, controlando o uso destas paredes, podemos sempre
controlar o fluxo de energia que entra ou sai de um sistema termodinamico.

Um sistema termodindmico que, além de paredes restritivas com relagao a
energia, também é composto por paredes restritivas & troca de nimero de moles
é dito termodinamicamente fechado.

Entretanto, queremos também saber medir a energia. Ora, o exemplo feito
na se¢ao anterior indica como isso pode ser feito: basta que atrelemos nosso
sistema a um sistema mecénico particular cuja energia sejamos capazes de medir.
Assim, a variacdo de energia do sistema termodindmico implicard na variacdao
de energia do sistema mecanico, que mediremos. E interessante ressaltar, como
visto no exemplo anterior em que alteragoes s6 poderiam ser feitas na ’dire¢ao’
dP > 0, que em geral as alteragbes termodinamicas feitas por elementos externos
s6 podem se dar em um sentido (mostrando o cardter irreversivel de muitos
fenomenos termodinamicos).

1.1.3 O problema basico da termodindmica:

Em termodinamica, estamos interessados em saber qual o estado de equilibrio
que eventualmente resulta da retirada de certos vinculos internos a um sistema
composto fechado.

Clarificando: considere que temos dois sistemas termodindmicos ’em con-
tato’ (mas nao necessariamente trocando energia, calor, trabalho, etc... isso ird
depender dos vinculos — paredes — que compoem o sistema). Tais sistemas
estao em equlibrio na situagao inicial. Entretanto, se retirarmos certos vinculos
(eliminarmos uma parede, tornarmos uma parede permissiva a troca de calor,
etc.) o sistema ird procurar uma outra configuragio na qual estard novamente
em equilibrio. Esse novo estado (situagao) é que queremos conhecer.

1.1.4 A entropia e os postulados de maximizacao:

Axiom 2 Do que foi dito anteriormente, podemos supor a existéncia de uma
fungdo, que chamaremos de entropia e que depende apenas das varidveis ter-
modindmicas extensivas do problema (S = S(U,V,N)) cujo mdzximo fornece a
configuracao de equiltbrio do sistema termodindmico sob andlise.

Essa suposicao segue de perto a idéia cara a mecanica (& fisica em geral),
de que principios de maxi-minimizagao de certas fungoes (em geral a energia -
minimizacdo), implicam no conhecimento completo do sistema fisico em questao.
Assim, devemos ter

S=SU,V,Ny,..,N,) (1.3)

Assim, em uma dada situacdo X, em que certos vinculos va,vp,... es-
tdo ativos, temos uma entropia Sx que é mdxima em termos das varidveis
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Ux,Vx, Nx (ou seja, se mudarmos o valor de uma destas varidveis (ou vérias), a
entropia passa a ter um valor menor). Se modificamos os vinculos para v'y, v'g,..
as varidveis Uy, Vx, Nx tém que mudar de valor de modo a manter a fungao S
para estes vinculos como ainda sendo um méximo. Assim, vale notar, que a
funcao S ¢ um mdximo em termos dos pardmetros extensivos termodindmicos
para cada configuracao dos vinculos.

O axioma anterior pode parecer bastante evidente, mas estd longe de sé-lo.
De fato, em mecénica, é a fungao energia cuja minimizagao implica na obtengao
dos resultados relevantes para a situagao fisica sob consideragao. Por que, entao,
nao se comega aqui considerando que é essa energia a funcao procurada cuja
minimizacado dard os resultados pertinentes? Simplesmente porque isso nao
daria certo! Se fizermos isso, estaremos escrevendo algo como

U=U(VAN:}),

e ndo teremos introduzido, em momento algum, uma nova fungao S, que es-
tamos chamando de entropia e que, como veremos, estd vinculada diretamente
com a nocao de calor. Nao sairfamos, em outras palavras, do campo da mecénica
tradicionall.

Axiom 3 Também impomos que a entropia deva ser aditiva sobre os subsis-
temas constituintes do sistema composto além de ser uma fung¢ao monotonica-
mente crescente da emergia, continua e diferencidvel. Isto implica, imediata-
mente, que devemos ter

S (AU, AV, AN1, ..., AN,) = AS (U, V, Ny, ..., N,.),,

ou seja, a entropia é uma funcdo harmonica de primeira ordem com relacdo aos
pardmetros extensivos.

Proof. De fato, para vermos isso basta que consideremos a situagao em que
temos A sistemas idénticos separados. Cada um tem uma entropia S (U, V, {N;})
idéntica & dos demais. Ao colocarmos estes sistemas em contato, o sistema com-
posto ird ter uma entropia AS (U, V, {N;}), em fun¢io da propriedade de aditivi-
dade. Entretanto, devemos nos lembrar que os parametros U, V, {N;} sdo tam-
bém extensivos. Assim, o sistema composto deverd igualmente ter uma entropia
S (AU, AV, {AN;}). Assim, temos que S (AU, AV, {AN;}) = AS (U,V,{N;}). m

Ao invés de escrevermos a entropia em termos da energia, volume e nimero
de moles, podemos inverter a expressao e escrever a energia em termos da en-
tropia, do volume e do nimero de moles. Temos entao

U=U(S,V,N,...N,) (1.4)

1H4 que se lembrar que a colocagio de uma teoria fisica sob a forma de postulados (axiomas)
¢ algo que se faz posteriormente & elaboracao da teoria por meios muito mais tortuosos (ou
assistemadticos). Assim, os postulados sdo jé elaborados sabendo-se que serao suficientes para
o desenvolvimento de todos os resultados desejados. E um processo de organizacio da teoria,
muito mais do que um processo de descoberta.
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e, se impomos que a entropia deve ser uma fung¢do monotonicamente crescente
da energia, além de continua e diferencidvel, devemos ter

<@> -0, (1.5)
ou V,N1,..,N,

A inversdo da expressdo (1.3) para a obtencgdo da expressdo (1.4) é partic-
ularmente interessante, pois implica dizer que a maximizacao da entropia cor-
responde a uma minimizacao da energia, que €, usualmente, como os principios
de minimizagao sao introduzidos em fisica.

Axiom 4 O ultimo postulado diz apenas que a entropia de qualquer sistema se
anula para um estado no qual tenhamos

(35 ) e =
o8 V,N1,..,N, 7

ou seja, no estado para o qual a temperatura é zero.

E importantissimo salientar que a funcao S (U,V,{N;}) ou, igualmente, a
funcdo U (S, V, {N;}), fornecem todas as informagdes termodinamicas relevantes
para o sistema sob consideragao.

1.2 Exercicios do Capitulo:

Exercise 5 (1.8-1) Considere a figura abaizo. Nela apresentamos o diagrama
P-V do exemplo com o novo ponto para o qual queremos calcular a energia do
sistema.

O ponto estd sobre uma isocérica (mesmo volume) que parte do ponto D.
Sabemos como calcular a energia sobre uma isocérica usando a rela¢ao

dU = ngP,
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obtida da expressio mecdinica

dP 2w
=-=T.

dat 3V

Assim, temos que
3
Up —Ug = §V(PD — Pg)

e assim, usando o valor que jd temos para Up = 1050J (ver exemplo), ficamos

com 3
Up = 1050 — 58 x 1072 (10° — 0.5 x 10°) = 450..

Exercise 6 (1.8-2) Para calcular o calor transferido ao sistema no processo
no qual ele vai (por uma linha reta) do estado A ao estado E, temos que ini-
cialmente identificar que tipo de relacdo a referida linha reta implica entre a
pressdo e o volume. Um ponto nesta linha reta é tal que

(P—Py)  10°—10°/32
(V—=V4) 103 -8x10-3

= —13839285.71,
ou seja
P =10 —1.3839285 x 107 (V — 107?)..
O trabalho realizado, portanto, para se ir do estado A ao estado E fica
Ve
Wag = — / [10° — 1.3839285 x 107 (V —107?)] dV = 360.9375
Va

A wariagdo de energia foi (estamos supondo Ug = 0, como no exemplo)

Ug — Uy =450J

Agora

Up—Ua=Wae +Qar
e, portanto,

450 = —360.9375 + Q ap
ou

Qar = 89.0625.

Exercise 7 (1.8-3) O processo agora refere-se a figura mostrada no texto, para
a qual tem-se que
U =2.5PV + const.

com os valores do ponto A dados por P4 = 0.2MPa e V = 0.01lm?. Deseja-se o0s
valores de Q e W para cada um dos processos ali apresentados. (a) Inicialmente,
tomemos o caminho (processo) A — B; A energia em A é dada por

Ua =25 % 0.2(10%) x 0.01 = 5000J + const.
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e a energia em B é dada por
Up = 2.5 x 0.2 (10°) x 0.03 = 15000 + const.
de modo que a diferenca de energia (a constante desaparece)
Uap =Up — Ua = 10000J.
O trabalho realizado nesse trajeto é
Wap =—P4 (Ve —Va4)=-0.2 (106) x 0.02 = —4000J
de modo que o calor associado a este processo fica
Qap =Uap — Wap = 14000.J.

(b)Para o trajeto B — C, temos Uc = 2.5x 0.5 (10%) X 0.01+ const. = 12500.J +
const.. O trabalho realizado para se ir B — C ¢é dado por (apds o cilculo da
equacao da reta PV)

Vo
Wae = 7/ [0.5 x 10° — 1.5 x 107 (V — 0.01)] dV' = 7000.J.
Vi
Assim, a quantidade de calor envolvida no processo é dada por
Qpc = (Uc — Ug) — Wge = (12500 — 15000) — 7000 = —9500.J.
[as outras possibilidades devem ser feitas pelos leitores/.

Exercise 8 (1.8-4) Temos que vale a relagao

5
U= §PV ~+ const.

o0 que significa que devemos ter

U = g (PdV + VdP);

ora, também devemos ter, sobre uma curva adiabdtica, a relacdo
dU = —PdV,

de modo que
_pav = g (PdV + VdP)

ou ainda iV P
Ty T

de modo que
—TInV/Vy =5In P/ Py
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(%) (%)

PVT = PSVy = const.

ou

ou ainda

Exercise 9 (1.8-5) Temos que
U= AP?V.
De modo similar ao problema anterior, sabemos que
dU = 2AVPdP + AP?dV = —PdV

de modo que
2AVdP = —(1+ AP)dV

implicando que

2AdP __ﬂ
1+AP  V
e assim
L [ L+AP 2——1nK
1+ AP, Vo
ou

(1+ AP)*V = (14 APy)* Vi = const.

Exercise 10 (1.8-6) Temos que, a volume constante, a transferéncia de calor
é dada por

Q =AP -DR).
Também sabemos que a curva adiabdtica do sistema é dada por

PV = const.

Para encontrar U (P,V) devemos nos lembrar que qualquer ponto no espago
PV pode ser alcangado através de uma curva adiabdtica e uma curva isocdrica.
Considere a figura abaizo, na qual indicamos o processo envolvido. Na primeira
parte, o sistema realiza o processo (Vo, Py) — (V, P) (onde nao hd realizagio de
trabalho —cardter isocérico—e a variagdo de energia pode ser escrita como

U —~Uy=A(P - R). (1.6)
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No processo tomado sobre a curva adiabdtica, temos

Vi

1—7v

U—UI:—/PdV:—P()VO’Y/V_’YdV:_PO%’Y

Vo

(note que a integracao é feita do valor do volume do estado inicial Vi até o valor
do volume final V', visto que o outro processo se dd por wma isocorica — e,
portanto, o volume ndo pode mudar nesse outro caminho. A energia final é U,
mas a inicial é U', o que fica claro pela figura anterior). Temos, portanto, que

_ Ry
=

U-U' [VH - VH] _ [VH —
0 ,y _ 1 0 ?
onde substituimos PyVy por PV por razdes dbvias. Ficamos, entdo com

U—U’:%(l—ﬂ_l),

onde r = V/Vy. Note ainda que na expressio (1.6) temos que vale a relagdo
PV =PV
uma vez que 08 pontos estao sobre a curva adiabdtica. Assim,
P =P
e o resultado fica, somando-se os dois termos,
U-Uy=A"P—PR)+[PV/(y—1)](1—r""1).

Exercise 11 (1.8-7) Temos dois moles de um sistema de uma inica compo-
nente que tem uma dependéncia da energia interna na pressao e no volume
dados por

U=APV?
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(que vale para 2 moles) e queremos saber como deve ser a dependéncia com-
pleta da energia em termos do volume e do nimero de moles. Devemos nos
lembrar que tanto a energia como o volume e o nimero de moles sao varidveis
extensivas do problema termodindmico. Assim, sabemos que se ‘agrupamos’ A
sistemas, entao passamos de (U, V,N) — (AU, AV, AN). Temos que

U=APV?f(N),

onde f é a fungdo a ser determinada. Fagamos a passagem (U, V,N) — (AU, AV, AN)
de modo que
U' = APX*V2f (AN)

e exigindo que U' = AU, temos que

1

fON) = 1.

onde ¢ é uma constante qualquer, de tal forma que

2
Ay

Falta apenas determinar ¢, o que dd para fazer facilmente lembrando que, para
A =2 devemos ter
U= APV?,

de modo que ficamos com ¢ = 2 e, portanto,
1 2
U= 2APV /N.

Exercise 12 (1.10-1) Devemos simplesmente aplicar as diversas propriedades
relacionadas aos postulados para ver quais sao satisfeitas e quais ndo sao. As
propriedades sdo: (1) devemos ter a entropia como uma fun¢io homogénea de
primeira ordem dos pardmetros extensivos, (2) devemos ter que ela eve ser difer-
encidvel e ser continua, (3) devemos ter que (0S/0U)y (y,, > 0 € (4) devemos
ter (OU/0S)y (n,; = 0 apenas quando S = 0. Vejamos o item (a) do exercicio:
(1) é satisfeita devido ao grau 1/3, pois se fizermos (U, V,N) — (AU, AV, AN)

termos ()\3)1/3 = A\, como requerido. A funcao é claramente continua e difer-
encidvel, de modo que (2) também é satisfeita. Ainda

(), 0, = 500
U )yny 3 (NUV)P

onde A é a constante multiplicativa ali apresentada, que é, evidentemente, maior
do que zero, de modo que (3) também é vdlida. Finalmente, podemos escrever
53

_ g3
U=4 NV
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U 347882
95 ) viny NV

que s6 se anula se S = 0, implicando na satisfa¢io de (4). A fungio do item
(a) é, portanto, admissivel. Para o item (h) temos que

(ﬁ) __14 <2UV—NB>eXp (_ﬂ>
U ) vy 2B VNU NB)’
onde B = ROvy. Entretanto, nio podemos garantir que esta funcdo seja sempre

maior que zero, de modo que esta expressdo (h) nio é admisstvel para a entropia.
Para o item (i) temos que

ouU G (5 [2NR+ S
95 )viny  P\NR)| NVR

que s6 se anula se S =0 (prop. 4). Para calcular (9S/0U) sé usando diferen-
citacao implicita. Assim, temos
exp [ 2=
p NR )’

ou V{N:} NR

25 AV (5 S
oU )y ny 25 CP\NR)2NR

que, para valores grandes de S serd uwm mimero negativo. Assim, a erpressao
do item (i) também ndo é admissivel para a entropia (ou a energia interna). A
expressao em (f) é tal que

de modo que

_As

1
%

de modo que

2
U= NVB exp (S/NR),

onde B ¢ uma constante. Assim,

oU NB

que nao satisfaz a prop. 4, nao sendo também admissivel. Os outros itens
sequem as mesmas idéias.

Exercise 13 (1.10-2) E um simples problema de inversio de fungoes.

Exercise 14 (1.10-3) Temos que

S =ANVU)'/?
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tal que Vi = 9(10~%)m?, No =3 e Vg = 4(10_6) m? , Ng = 2. A energia
total do sistema composto é Up = 80J. Temos que a entropia total do sistema
quando ele é feito composto é aditiva, de modo que

Sr=S4+Sp=A [(NAVAUA)”?’ + (NBVBUB)I/ﬂ
e também sabemos que
Vr=Va+Vp=13(1079), Ur =Uas+Ug = 80, Nr =Na+ Np =5.

Cologquemos, agora
2
Sr=Ax3(107?) [U}/S +3 (80— UA)I/?’} ;

Note que fazer o grifico da entropia em termos de Ua/ (Ua + Ug) é 0o mesmo
que fazer o grdfico da entropia por Ua/80, jd que a energia total se conserva.
Fazendo o grafico em termos de Ua (e nao Ua/80), com Ua variando de 0 até
80 temos o resultado apresentado na figura abaixo

O equilibrio deve se dard para

08

ousy
de modo que

1 _5/3 1 _
ToUa" = T (80 - U =0

& 3/2 B Uy,
10 T80 —Uy

Ua =51.80236437

ou ainda

e o resultado é

que é um ponto de mdximo.
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Chapter 2

As Condicoes do Equilibrio

2.1 Terceira Aula: 24/03/2008

2.1.1 Parametros Intensivos:

Como dissemos no final do capitulo anterior, o problema principal da termod-
indmica é encontrar os valores dos pardmetros termodindmicos quando um sis-
tema sai de uma situacdo de equilibrio A para uma situagdo de equilibrio B,
respeitados os vinculos em ambas as situacoes. Assim, estamos interessados em
processos pelos quais os sistemas mudam os parametros extensivos. Fica claro,
portanto, que nos interessa, finalmente, ndo exatamente a equagado fundamental,
por exemplo:

mas a forma diferencial

dU = (8—U) ds + (8—[]) av +> <8—U) dN;, (2.1)
95 ) viny NV ) sy SN svny

i
onde usamos a regra da cadeia. As derivadas parciais sdo chamadas de pardmet-
r0s intensivos e sao definidas como

U =

g?)v,{z\n} =T

W g iwy =P 7 (2.2)
au ) = Wy
ON; SV AN} ’

chamados temperatura T', pressao P e potencial quimico pi; da componente j.
Se assumirmos que nao hd variacao do nimero de moles, podemos escrever a
equagao (2.1) como

TdS = dU — dWyy,

de modo que podemos identificar

TdS = dQ,

15
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ou seja, um fluxo de calor quase-estatico para o sistema é associado com um
aumento de entropia neste sistema.
Costuma-se chamar o termo

dWe =Y p;dN;
j=1

de trabalho quimico quase-estético, de modo que a equagao (2.1) pode ser escrita
como

dU = dQ + AWy + dW..

2.1.2 Equacgoes de Estado:

Das equagoes (2.2) fica claro que os parametros intensivos do sistema séo igual-
mente fungoes dos pardmetros extensivos na forma

T=T(S,V,{N:})
P:P(S7V7{NL})
Hi = Ky (S, V. {N:})

que sdo chamadas equagdes de estado. Se conhecermos todas as equagdes de
estado, saberemos tudo sobre o comportamento termodinadmico do sistema.

Também fica claro das expressoes (2.2) que as fungoes T, P, p; sao ho-
mogéneas de ordem zero, ou seja, sao tais que

T (AS, AV AAN:}) =T (S, V. {Ni}),

pela simples razao de ser a equacao de estado, de onde foram retirados, ho-
mogénea de primeira ordem e ja aparecer nela (em cada termo) uma diferencial
envolvendo um parametro extensivo. Assim, por exemplo, como na defini¢do da
temperatura temos o aparecimento do termo dS, com S um parametro exten-
sivo, s6 podemos ter fatores multiplicativos intensivos (a temperatura, no caso),

o mesmo valendo para as outras varidveis.

Muitas vezes se adota a convengéo de se escrever {V, N1,..., N, } = {X1,..., X}

de modo que ficamos com

U=U (57 {Xz})

e os parametros intensivos ficam

sendo que se escolhe X = —P.



2.1. TERCEIRA AULA: 24/03/2008 17

2.1.3 Parametros Entrépicos Intensivos:

Da mesma forma que podemos escrever a equagao fundamental tendo a energia
interna, como varidvel dependente, podemos escrever a equacao fundamental
tomando a entropia como varidvel dependente. Uma representagao chamamos
de representacdo de energia, enquanto a outra denominamos representacdo de
entropia. Do ponto de vista formal, ambas sao equivalentes quanto ao que se
pode retirar de informacao delas, mas muitas vezes um problema é muito mais
facilmente resolvido usando uma ou outra delas. Na representagido de entropia,

temos
S =8(Xo,X1,...,Xt),

onde Xy = U. Note que a equagdo (2.1) implica que

TdS = dU + PdV — > p;dNj,
j=1

de modo que
ds = ~qu + Lav - f Lian,
T T o T

ou, segundo a convencao, com os parametros intensivos entrépicos dados por

F0=l=<8—5> RN SR
T aXO {Xi}i¢0

onde P, = —P.

2.1.4 Equilibrio Térmico e Conceito Intuitivo de Temper-
atura:

Uma vez feita a definicdo de temperatura, a partir da equacao de estado na
energia, fica-se por mostrar que esta fungao de estado (varidvel termodinamica
intensiva) se comporta como nossa intuigdo percebe a temperatura. Isso pode
ser visto facilmente se tomarmos um sistema no qual ndo hé variagdo no nimero
de moles, nem no volume (’paredes restritivas as varidveis V' e N’) e tal que o
sistema completo é constituido por dois subsistemas, cujas energias internas sao
UM ¢ U, O sistema completo ¢ fechado, de modo que

UMD +U® = const. (2.3)

Se retirarmos a parede que impedia a troca de calor entre os dois sistemas,
suas energias livres irdo se ajustar de modo a fazer com que a entropia seja um
méximo, ou seja, de modo que

dS = 0. (2.4)

Sabemos, entretanto, que

§ =5 (U<1>, v, {Ni“)}) +5® <U<z>, Ve, {N@)})

7
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e assim

) (2)
ds = (_@S (1)> du™ + (—65(2)) du®
ou v [N} ou ve (N@}

e, portanto,

1 1
— (1) (2)
ds = T(l)dU + 7@ au'. (2.5)
Mas, (2.3) implica que dU") = —dU®) e (2.4) implica que
1 1

de modo que os sistemas irao procurar o equilibrio de modo a igualar as tem-
peraturas.

E interessante notar que, apesar de isso nao ser comum no campo da ter-
modinamica, as relagoes (2.3) e (2.6), quando vistas como equagoes relacionando
fungoes das varidveis extensivas, implicam na possibilidade de se obter os valores
numéricos para as energias de cada sistema na situacao final de equilibrio.

Se na situagao acima temos que

71 > T(Q)7

entao, quando a parede que separa os dois sistemas é removida, a entropia total
aumenta, ou seja, AS > 0 (até que seja encontrado um ponto de equilibrio para
a nova situacdo do vinculo removido, na qual AS = 0, como j4 visto). Mas é
facil ver pela equacao (2.5) que

11
~ - o
AS ~ ( = T(2)> A

(em primeira ordem), de modo que
AUW <0,

ou seja, o calor ird fluir do sistema de maior temperatura para o sistema de
menor temperatura (o que ¢, evidentemente, necessério para que elas se igualem
em algum ponto no processo de ir para o equilibrio.)

Ambas as propriedades assinaladas representam os comportamentos que es-
peramos intuitivamente da fungao temperatura, indicando que nossa defini¢ao
de temperatura é adequada.

2.1.5 Unidades de temperatura:

Uma vez que ainda nao escolhemos a unidade dimensional da entropia, a unidade
dimensional da temperatura também fica por determinar, uma vez que a tem-
peratura, pela definicao, tem, evidentemente, dimensao de energia por entropia.
Resultados da fisica estatistica implicam na escolha da entropia como sendo
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uma grandeza sem dimensao de modo que a temperatura passa a ter dimensao
de energia.

Mesmo tendo dimensao de energia, a unidade de temperatura nao é comu-
mente escolhida como o Joule, por exemplo. A partir do fato de que h4a um zero
absoluto de temperatura, fica-se apenas com a escolha arbitrdria da unidade de
temperatura, que pode ser escolhida a partir da atribuicao de um valor qualquer
a um certo estado de um sistema padrao. Seja qual for a unidade, entretanto, é
evidente que todas as escalas de temperatura devem coincidir em T = 0.

Assim, temos a escala Kelvin de temperatura, definida atribuindo o nmimero
273.16 a temperatura de uma mistura de gelo puro, dgua e vapor de dgua em
equilfbrio mituo (ponto triplo da dgua). A unidade nessa escala é chamada de
Kelvin e o simbolo é K. A razdo de um Kelvin para um Joule é um niimero
adimensional dado por 1.3806 x 10722.J/K e ¢ conhecido como constante de
Boltzmann, e representado por k. Ha também a escala Rankine, que é sim-
plesmente 9/5 da temperatura Kelvin (é usualmente representada pelo simbolo
°R).

Entretanto, estas escalar acabam implicando em grandes nimeros quando
consideramos situagbes usuais do dia-a-dia. Assim, temperaturas usuais estao
na regido dos 300K (540°R); temos entdo duas outras escalas: a escala Celsius,
dada por

T (°C) = T (K) — 273.15,

cuja unidade é o grau Celsius, representado por °C. Nessa escala o zero termod-
indmico estd deslocado, de modo que, estritamente falando, a escala Celsius nao
é uma escala de temperatura termodinamica. Entretanto, as diferencas entre as
temperaturas representadas na escala Celsius estao corretas.

A escala Farenheit (°F) também é uma escala prética, definida por

T (°F) = %T(OC) +32,

valendo as mesmas consideragoes que fizemos com relagao a temperatura Celsius.

2.2 Quarta aula: 26/03/2008

2.2.1 Equilibrio Mecéanico:

O principio da maxima entropia pode ser utilizado também para analisar as
condigbes para um equilibrio mecanico (envolvendo as varidveis relativas ao
trabalho mecanico.) Para tanto, basta considerar um sistema termodinimico
com vinculos restritivos para a variagao de nimero de moles, mas que possui
paredes diatermas e méveis (sendo nao-restritivo para variagbes da temperatura
e do volume). Neste caso, temos que

U=UMD+y®
V=v®4v®
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sao constantes, ainda que cada uma das varidveis relativas a um dos sistemas
possa variar. De qualquer modo, deve valer

ds =0,
de modo que se obtém, usando

dUMW = —qUu®)
av) = _qy @)

a relacgao
1 1 p  p®
S e - 1 —
a5 (Tu) T(z)) v (Tu) T<2>> avir =0
ou ainda
=L
Ty,
D — T®

que sao as condigoes para o equilibrio. Evidentemente, a igualdade das pressoes
sao precisamente o resultado que se esperaria a partir das nogoes mecéanicas.
Ressalta-se que o caso de uma parede mével em um sistema adiabdtico (e re-
stritivo para variacdo do nimero de moles) é um problema com caracteristicas
especiais, na medida em que ndo tem uma solugdo unica bem definida (ver
exercicio (2.7-3)).

Note que, no caso de um sistema em que temos a mesma temperatura 7T,
a alteracao da entropia em um processo no qual uma parede diaterma é mdével
fica dada por

1 2
g5 20 =P );P( )dV(l),

de modo que, sabendo que no processo de modifica¢ao do sistema termodinamico
(para se ajustar aos novos vinculos e a situagdo de contato entre os sistemas)
dS > 0, se temos uma pressao P() > P entao a parede tendera a mover-se em
uma direcdo tal que implique dV () > 0 (o que j4 esperdvamos, evidentemente).

2.2.2 Equilibrio com relagao ao fluxo de matéria:

O fluxo de matéria estd vinculado ao conceito de potencial quimico. Se consid-
eramos uma situagao de equilibrio relacionada a dois sistemas conectados por
uma parede rigida (restritiva a variagdes do volume), mas diaterma e permegvel
a apenas um dos tipos de matéria (sendo impermedvel a todos os demais — essa
hipétese serve para isolar a alteracao devida apenas ao fluxo de um dos tipos de
matéria), entdo, por consideragoes absolutamente andlogas aquelas feitas para
o problema mecénico, temos
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onde escolhemos o tipo j como sendo aquele para o qual as paredes sao perme-
aveis.

Se pensamos em uma situa¢do na qual as temperaturas sdo iguais (a 7T),
entdo a variagdo da entropia fica dada por

(2) 1)
M TRy (1)

TNy,

s
de mod de alteraca i (1) i
€ Iodado que, CcCOomo no pI‘OCQSSO e a tera(;ao a entropla cresce, se /Lj Oor maior

do que u§1), entao dN. ;1) terd que ser negativo, mostrando que havera um fluxo

de particulas das regioes de maior potencial quimico para as regioes de menor
potencial quimico.

Assim, da mesma forma que a temperatura pode ser vista analogamente
como um potencial para o fluxo de calor, e a pressao pode ser vista como um
tipo de potencial para a mudanga de volume, o potencial quimico pode ser visto
como um potencial para o fluxo de matéria. Diferencas na temperatura geram
um fluxo de calor da regido mais quente para a menos quente, diferencas de
pressao geram um movimento da parede da regiao com maior pressao para a
regiao com menor pressao e diferencas no potencial quimico geram uma forca
generalizada que coloca a matéria em movimento da regiao com maior potencial
quimico para a regido com menor potencial quimico (justamente no sentido de
tornar o potencial quimico tinico no sistema composto, visto ser este potencial
quimico uma varidvel intensiva.)

O Equilibrio quimico:

N

Ligada & questao do equilibrio relacionado com os nimeros de moles de um
sistema termodinamico, estd a questao do equilibrio quimico que se estabelece
em reagoes quimicas (que podem ser vistas, evidentemente, como a passagem de
um sistema termodinamico de uma situagao de equilibrio (um lado da equagcao),
para uma outra situagdo de equilibrio (o outro lado da equagdo)). Assim, na
reacao quimica

2Hs + Oy = 2H50,

0= ZVjAj’
J

onde v; é o coeficiente estequiométrico relacionado ao tipo quimico A;. Na
equagao quimica anterior, teriamos, por exemplo, v; = =2, A} = Hy, vy = —1,
A1 = OQ, Vg = 2, Ag = HQO

A relagdo entre estas reagdes quimicas e nossos sistemas termodindmicos se
d& porque os coeficientes estequiométricos sao tais que suas mudancgas devem ser
proporcionais & mudanga dos nimeros de moles (evidentemente, pois trata-se
da mudanga dos mimeros de moléculas por mol, etc.) Assim, para uma equagao
fundamental

podemos escrever

5 =5(U,VAN:})
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de um sistema quimico no qual tanto a energia total quanto o volume V per-
manecam fixados, a mudanga na entropia em um processo quimico fica dada

por
.

I[L .
ds =— E ?dej
J
e, com a proporcionalidade entre os coeficientes estequiométricos e as variagoes
dos nimeros de moles, temos

de = deN/,
de modo que, no equilibrio,

AN’ &
ds = — T Zujuj:()
J

e assim,
.
E pivi = 0.
J

Se conhecermos as equagbes de estado de uma mistura, entdo estas ultimas
condigbes permitem uma solugdo completa para o nimero final de nimero dos
moles.
2.3 Exercicios do Capitulo:
Exercise 15 (2.2-1) A equagao fundamental é dada por

U=AS3/(NV),

Assim,

T=T(SN,V)= (%
P=P(S,N,V)=— (%
ou
p=p(S,N,V)=(5§) sy = %57
Cada uma destas equacdes é homogénea de ordem zero. De fato, para a temper-
atura, fagamos a passagem (S, N,V) — (AS, AN, AV) para obter
T 3AN’S? 3482
~ ANAV NV

T,
e 0 mesmo para as demais. Assim, T, P e u sdo pardmetros intensivos.

Exercise 16 (2.2-2) Devemos encontrar u como fungdo de T,V e N apenas.
Sabemos que
AS?
H="Nv
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e precisamos eliminar a entropia. Para isto usamos a equacao da temperatura
para escrever
1

S = ﬂTNV

de modo que

A {TNV]M 732 [V
= _

TNV | 3A | T 3/BAVNY
que € o resultado desejado.

Exercise 17 (2.2-3) Queremos a dependéncia da pressio com a temperatura.

Temos que
53
U=A—
NV
e jG sabemos que
A 2
T = 345 .
NV
Derivando com relagao ao volume, temos que

p__(2U) _ As®
oV )y NVE

Assim, temos

p__A [INV 82 /2 [N
T NV? [ 3A } T 3/3AVV
ou ainda

PVY2 = const.

para uma curva isotérmica, onde a constante é tao maior quanto maior for a
temperatura. Confira a figura abaizo.

Exercise 18 (2.2-4) Temos a equagio fundamental
u = As? — Bv?,
onde s =S/N ev=V/N e A e B sao duas constantes quaisquer. As equagoes
de estado sao ou o
T= %?)V,N = (%)v =24s
P=- (W)S,N =—(gs)s=—2Bv

No caso do potencial quimico, devemos tomar um pouco mais de cuidado. Temos

que
()
r=\ 3% .
ON sV
Entao, fazemos a expressao da energia interna (por mole) retornar & expressao

da energia interna, de modo a obter

U= (AS* - BV?) /N
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Figure 2.1:

e realizamos a deriva¢dop = (6—%
—u.

O

Joy = — (AS? = BV2) /N? = — (As? - Bu?) =

Exercise 19 (2.2-5) Temos que

Assim, a despeito de p poder ser escrito em termos de pardmetros extensivos,
uma vez que pode ser escrito em termos apenas de pardmetros intensivos, ele
deve ser, necessariamente, intensivo. O que o exercicio mostra é que, em geral,
nao podemos julgar o cardter de um pardmetro termodindmico apenas olhando
para a forma como pode ser escrito em termos de varidveis extensivas, sendo
mais apropriado julgd-lo a partir de sua escrita em termos de sua escrita em
fung¢do do mdximo numero de pardmetros intensivos.

Exercise 20 (2.2-6) Temos, pelo enunciado, que

de modo que

S Va v A
P=—()s = drern
e, como
2 S
U=A— —
v P (NR) ’
temos que
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Exercise 21 (2.2-7) Temos que

s
uw=Av Zex <—>
P\R
e N moles da substincia, inicialmente & temperatura Ty e pressio Py sdo ex-
pandidos isentropicamente (s = const.) até a pressao ter passado & metade, ou
seja, Py = Py/2. Queremos saber a temperatura final. Inicialmente, encon-
tramos as equacgdes de estado, fazendo

— (Qu)y __A s
T = (asa)v = v2213',4€Xp (%)
— _ (Qu) _ 24 2) -
P=—(50)s = e (5)
Sabemos que a erpansdo foi isentrépica, de modo que temos sempre a mesma
entropia s. Vamos obter, assim, uma relagao entre P e T, que pode ser escrita

como
Pv =2RT.

Precisamos saber o que ocorreu com o volume no processo. Mas esta informagao
estd dada pela condi¢ao de que a pressao foi diminuida a metade. Assim

n-Boo(). n-Zeo(y)-2

de modo que

4A s\1Y% r4Aappd1?
u=|pe(3)] -|[Fag] -

Assim, ficamos com

P() P()U()
Tf = Evf = 4R \:75

Como Pyvy = 2R1y, temos que

2
Ty = %Ta = 0.62996052507.

Exercise 22 (2.2-8) Temos um sistema de r componentes. Assim, sabemos
que podemos escrever sua equacdo fundamental na energia como

dU =TdS — PdV + Y ;dN;.
=1

Entretanto, sabemos que
-
N=>"N
i=1

e que dN = 0. Mas entao hd uma dependéncia linear entre os dIN;, visto que

0= i dN;.
i=1
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Escolhamos o dN,. para ser escrito em termos dos demais; temos que
r—1
dN, = = dN;
i=1

e assim,
r—1

p,dNy = = >, dN;.
=1

Substituindo esta expressdao ma expressdo original da energia interna, temos
dU = TdS — PdV + 3'_, p;dN; = dU = TdS — PdV + Y/—! 11;dN; + 1, dN,
=TdS — PdV + Y12} 4, dN; — Y12} ,dN; = TdS — PdV + Y02} (u; — p,) dN;
agora, dividindo por N, temos

r—1

du =Tds — Pdv + Z (1; — p,) dag,
i=1

como desejado.

Exercise 23 (2.2-9) Sabemos que PV* = const. em um processo adiabdtico.
Temos que mostrar que a energia é dada por

_L k k
U_k71PV+Nf(PV JN¥).

Usando a sugestio, temos que PV* = g (S), ou seja,

p__(9%U C)
oV gy VE

Mas entao, integrando, temos que

V. _ 96 1k 4 np(s, )

U= [ v =}

onde f é uma funcio arbitrdria. Como g (S) = PV* temos que
1
U= mPV—i—Nf(S,N).
Note que S é uma fungido de PV*, de modo que podemos escrever

U= %PV+Nf (PVF,N).

Mas note que f, devido ao termo multiplicativo N, deve ser uma funcao inten-
stva das varidveis extensivas, de modo que devemos ter

f(PV*,N)=F (PV*/N")
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e, portanto,

iL k k
U= —5PV+NF(PV*/N¥),

como desejado.

Exercise 24 (2.3-1) A equagao é dada por

85/2

de modo que temos
s = Bul/542/%

e, portanto,
1 2 ot/
T 5 w35
Da mesma forma, temos que
P 2/5
b _ gl
T vd/5

e, para o potencial quimico,
S = Bvl/5U2/5N2/5

e assim

| 2 1/5772/5 Ar—3/5 2 1/5,2/5
2__2RB N =—-B .
T 5 VU : v/

Exercise 25 (2.3-2) A temperatura © volume (pressio fizada) pode ser obtida
a partir das equacoes de estado acima apresentadas. Temos, evidentemente, que
eliminar a varidvel u (energia interna por mol). Da expressdo para o inverso
da temperatura, temos que

u = Cv1/3T5/3,

onde C' é uma constante, e, portanto,

P C2/5,2/1572/3 T2/3

T 012/15 TR
onde E = BC?/5 ¢ é uma constante. Assim,

T5/3 o p2/3

ou

T o v'/5

e o grifico fica
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Exercise 26 (2.3-3) Temos que
.2
u=As?eV /v,
de modo que podemos inverté-la para obter

1 2
s = ——=/ue? /2w

VA

e assim obter as equacgdes de estado como sendo

i — (%) — ;6112/21)0
T \ou)py 2V/Au ’
etc.
Exercise 27 (2.8-4) Nos é dada a equagdo fundamental
S — AU?’LV77LNT’

e queremos que esta equagdo satisfaca os postulados termodindmicos, além de
fornecer uma pressio P que aumente com U/V com N constante (tomando o
zero de energia como sendo aquele relacionado com o zero de temperatura). Ora,
sabemos que devemos ter

n+m+r=1, (2.7)

de modo que a funcdo S seja harmoénica de primeira ordem. Devemos ter ainda
que
oS >
- >0
().,

nAU 'V™N" > 0

de modo que

e, portanto,
n > 0. (2.8)
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O quarto postulado nos diz que

oU
(%M—”

apenas no caso S = 0. Entdo escrevemos na representacdo de energia

Sl/n
_ Al/n
para obter
1 A 1/n
T== S(l—n)/n
n (VmN’“>
e, portanto,
1—n
>0
n
e
n < 1. (2.9)

Também devemos ter

(% =mAU"V"TINT
oV )un
e como queremos que P aumente com U/V , devemos ter
m=1-n, (2.10)

jé que n. > 0. Assim, ficamos com

U\" ..

que satisfaz o exigido. As relagées (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10) sio as relagoes
procuradas.

Exercise 28 (2.3-5) A equagdo de estado é dada por

Uv N3
S=R - —
{ N UV} ’
de modo que as equagoes de estado sao
1 _ 1% N3
T=R|\y+ oy
P _ U N3
T =R |§ + v
— Uv , 3N?
T=-R|%=+ W}

(a)Evidentemente, tais pardmetros intensivos sao homogéneos de ordem zero.
Para ver isto, basta fazer, em cada equagdo, a substituicao (U, V, N) — (AU, AV, AN)
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e mostrar que nao hd variacdo da equacdo. Para a temperatura, por exemplo,
temos
L _ o[V NNS T 1
T L\N * /\QUZAV} A
etc. (b) é também evidente que, sendo R uma constante postiva, T é intrinse-
camente positiva. (c) Para encontrar a equagdo de estado mecdnica, dada por
P(T,v), basta escrever

de modo que

e assim

de onde tiramos
(d) Podemos escrever

de modo que
p- LN (5+ Vs +ar2N?)
2 |2R
de modo que
PV? = const.

representa o locus relativo as curvas adiabdticas.

Exercise 29 (2.6-2) A constante do gds (R) é definida como o produto do
numero de Avogadro (NA = 6,0225 x 1023m0léculas/mole) e a constante de
Boltzmann, ou seja, R = Nakp. Temos, portanto, que R = 8.314J/mole. K.

Temos também que R = 8.314J/mole.°C. Para expressar em termos da unidade

J/mole.°F, podemos simplesmente nos lembrar que hd uma rela¢io entre °R
(Rankine) e K dada por °R = 2K ¢ que

T (°F) =T (°R) — 459.67,

de modo que

J 9 J
R =28.314 =83l4——— = - x83l4———
mole. K mole.goR 5 % mole.°R
e, portanto,
9 J
R=-x8314——
5 x mole.°F’

jd que a escala Farenheit tem a mesma ‘grandeza’ da escala Rankine.
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Exercise 30 (2.6-3) Temos dois sistemas dados por

1 3 N 1 5 N®
T<1>:§RU<1>’ T — 27V U®@"

com N =2 ¢ N@ = 3. Os sistemas estio separados por paredes diatérmicas
e a energia total do sistema ¢ U = 2.5 x 103J. Queremos saber qual a energia
interna de cada sistema em equiltbrio. Para isso, usamos o fato de que, no
equilibrio,

11
=

TO T2’

de modo que

3 2 5 3
Jiigm = 2ftre

e como
UM +U® =25 x 10°,

ficamos com
6 15

Ul (25 x 108 —UM)

que dd
UM = 714.2857143.J.

Exercise 31 (2.6-4) Os mesmos dois sistemas estio separados por uma parede
diaterma e com os mesmos nimeros de moles. Agora as temperaturas iniciais
sio TW = 250K e T® = 350K e queremos saber os valores de UM e U@
apds o equilibrio ter sido estabelecido. No equilibrio, sabemos que devemos ter

1 1
T — 72)’

também sabemos que devemos ter em qualquer caso,

v 4+ U® =vu

Assim, podemos calcular as energias UM e U®) iniciais para calcular U.

Temos 13 2 1 5 3
— = 18314 — =28314——
250 ~ 25 Mgy 350 7 %M
de modo que
vt =62355, U =21824.25

de modo que
U = 28059.75.J.

Agora podemos usar os mesmos passos do problema anterior para escrever
6 15
vy (28059.75 - UfY)
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para obter
U = 8017.071429

U@ = 20042.67857.J

de modo que a temperatura final pode ser calculada por qualquer uma das for-

mulas como 3
58. 314m = 321.4285714

8 314 = 321.4285714 -

ﬁlHﬁlH

m

Exercise 32 (2.7-1) As relagdes entre os volumes sio dadas por
VO = 4180, VP = Ay80,, 5V = Agbls,

onde sabemos que

—6l3 = 601 + 64s,

visto que se 6f1 ou 6y aumentarem, 63 deve diminuir. Assim, supondo, como
de hdbito, que
§U = sUW 46U 46U =0

temos
- U<1>+P§1§dv<1

= 70

+ A dU® 4 22y 4 UdU(?’
(1) (3
AU + [k — o] dU®) + [Epds — g

%’ﬂ

1)

e, entdo, no equilibrio:

T — 7@ — TG
p(l)A1 — p(?))A3 — p(2)A2,
que, uma vez que pressaoxarea = forga, temos a equacdo de equilibrio mecdnico
fi=fa=fs
onde f; é a forga realizada pelo cinlindro i na(s) parede(s) do(s) émbolo(s).

Exercise 33 (2.7-2) Temos que os dois sistemas sio dados pelas equagdes de
estado

1 3 _NO pM N
= —R y = R
T ~ 27 UM T v
e
1 5 N® P® N®)
T ~ 9 y@> T®@ — Rv(Z)

sendo que NV = 05 ¢ N® = 0.75, e que, inicialmente, TV = 200K e
T®@) = 300K, sendo o volume total 200. O sistema é liberado quanto & troca
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de calor e movimentagdo das paredes (mas o sistema permanece com as paredes
impermedveis). Temos entio que, incialmente, as energias sao

3 x 83 x0.5x200
2

B 5 x 83 x0.75 x 300

=1245J, U® 5

U — — 4668.75.]

e a energia total (que se conserva)
U = 5913.75
Temos, portanto, os vinculos

5913.75 = UM 4 U@

v 4 v =90

e queremos saber as energias, os volumes, as pressoes e as temperaturas de cada
subsistema no equilibrio. A condi¢cdo de equiltbrio nos fornece duas novas
equacoes

1 1
T ~ T®)
€
pL)  p©@
7O ~ T@"

Da primeira equacdo de equilibrio temos

305 . 0.75
U T [5913.75 — UM’

de modo que UM = 1689.643J e, portanto, U?) = 4224.107.J; Obtemos, entdo,
as temperaturas finais como

2 x1689.642857 (2) _ 2x4224.107143

TW = 2 T — 971.43K T = 271.43K.
3x83x0.5 TL43K, 5% 8.3 x0.75 .43
Do equilibrio das pressoes, temos

83x0.5 83x0.75

v 20-V®
dando
v =g, V@ =12/
de modo que as pressées ficam
271.43 x 8.3 x 0.5 271.43 x 8.3 x 0.75

P = KOO X0 14080,  P@ — X 00 X D10 140.80.

8 12
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Exercise 34 (2.7-3) No caso de um sistema adiabdtico, temos
du® = —pWay ™ qu® = —p@qy ) (2.11)

e assim
POay) — p@gy @ = qu = 0.

Como
dv = —qv®

temos que P = P Assim, o problema é bem determinado do ponto de vista
das pressoes. Com relacdo & temperatura, temos que

M Pe
_ Wy M @) @ =
ds = T(l dU gV 4 o dU® - rdv

no caso de equilibrio. Entretanto, usando-se (2.11), temos que dS = 0 identi-
camente, nao havendo equacdo para as temperaturas.

Exercise 35 (2.8-1) A equagdo fundamental é

Us/l2y Ny N,
S=NA+NRIn———— Nz NlRan—NgRan
onde
N = Ny + Ns.

O volume total é V = 100 e a membrana é permedvel apenas ao primeiro ele-
mento (apenas N1 pode se alterar). O volume é repartido pela metade (V(l =

V@ =50) em cada camara e na primeira sio colocados N M =05 e N M) =
0.75 e T = 300K . Na sequnda cimara sao colocados N ) =1, N(Z) 0.5e

T®2) = 250K . Depois do equilibrio, queremos saber os valores de Nl(l) N(Z) , T, P
e P( ). Para isso, lembremos que Ny ndo ird variar em nenhuma das cimaras.
Devemos ter, no equilibrio,

pi  p? 11
T - T® TWO 7@

mas precisamos, primeiro, encontrar as equagoes de estado (no ato de separagao,
cada subsistema ird ter a mesma equagao de estado, mas para os valores de U @)
Vv e Nl(l),NQ(l), comi=1,2. Temos a equacao fundamental, de modo que

1 _3 N® rY S ND
(1) RU (1) 73/2 T — RV(I)
w (1) (1) (1)
B — K_L V | _5R_RInM_
T (N(l))5/2 2 N (1)

o mesmo valendo para o sequndo sistema em termos de suas varidveis U
V®, ete. Caleulamos as energias iniciais com as temperaturas e 0s numeros

de moles 13 1.25 13 1.5
%:§X8.3X—U(l), ﬁ:§X83X—U(2)
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dando
UM = 4668.75.J, U® = 4668.75J

que sdo igquais. A energia total é U = 9337.5J. No equilibrio devemos ter
1 2
LS W7l S i
TO) — T@)° TG — T®)

de modo que temos as equacoes

NV +or5 NP 105
U S U®

(U(l))3/2 (U(z))3/2

3/2 3/2 :
(N§1)+0.75> N® <N1(2)+0.5> N®

Da primeira, temos
1
U — MU@)
- N®@
17 +0.5
e assim, a sequnda equacao dd

1 1

Nl(l) - N1(2)

ou, Nl(l) = N1(2)7 de modo que, no final, teremos a mesma quantidade de Ny
nos dois lados. Ora, como temos, inicialmente

Ny =NV 4+ NP =15,
entdo ficamos, no estado final, com
NV = NP = 0.75.

A energia interna final pode ser calculada usando

@ _ 0.75+0.75

U= 0.75+0.5

uv®, UuW4+U® =9337.5,
dando

U® = 4244.32, UM = 5093.18
Assim, a temperatura final de equilibrio fica

L3N0 3 19
T 27U® 2 ' 5093.18

dando T = 272.73. As pressées podem, entdo, ser calculadas facilmente, dando

PM = 272.3 x 8.3 x % = 679.1

P® = 272.3 x 8.3 x 1—525 = 565.9.
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Exercise 36 (2.8-2) Similar ao anterior. Fa¢am!

Exercise 37 (2.9-1) A equagao relacionada com os parametros estequiométri-
cos é

VCgHg :_17 VHQ :_27 VCH4 :3
e com o fator de proporcionalidade dN' temos

dN'
s = — T [ —cyms — 20, + 3w, =0

de modo que reproduzimos a equagao
PW 4 9p? —3pB),

S0 que em termos dos potenciais quimicos.



Chapter 3

Relacoes Formais e
Sistemas Exemplares

3.1 Quinta Aula: (02/04/2008)

3.1.1 A equacgao de Euler:

Estamos interessados agora em explorar as propriedades matemadticas das equagoes
fundamentais. Basicamente, interessa-nos encontrar formas pelas quais pos-
samos obter as equagoes fundamentais a partir das informagoes sobre as equagoes
de estado.

Uma primeira ferramenta importante nesse sentido é a equagao de Euler, que
se utiliza da propriedade de homogeneidade de primeira ordem que as equagoes
fundamentais possuem. Assim, de

UAS, AV AAN;}) = AU (S, V, {Ni}),

temos, por diferenciacdo com relagao a A,

= U(Sv‘/a {Nt})

oU O(NS) AU A(V) <~ U I(N)
a0S) ox Tapw) o +;a(wi) o

de modo que

r

ou ou oU
S+ 3w T2 Aty = VS VD

a(\S

e como a equagao vale para qualquer valor de A, colocando A = 1 temos

ou . oU " oU
U(S.VANY) = 5+ WV+ZWNZ‘
i=1 ¢

37
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ou ainda

U(S,VAN:}) =TS =PV +Y 1, N;, (3.1)
=1

que é a equagao de Euler.
Na representacgao entrépica, usando as mesmas idéias, ficamos com

1 P "
N;}) == =V - E —=N;, 2
S (U, V,{N;}) TU+TV 27 (3.2)
como pode ser visto também isolando-se S na representagdo de energia.

3.1.2 A relagao de Gibbs-Duhem:

Uma outra relacao que nos auxilia no processo de investigagao das propriedades
matemadticas das equagoes fundamentais (e, portanto, dos sistemas termod-
inAmicos em geral), é a chamada relacdo de Gibbs-Duhem, mostrando que as
varidveis intensivas nao sao todas independentes umas das outras.

A existéncia de dependéncia pode ser compreendida a partir a penas de
uma simples contagem das varidveis e equagoes associadas ao problema termod-
inamico e é, de fato, uma conseqiiéncia direta da propriedade de homogeneidade
de primeira ordem que estas equagoes possuem. No caso de um sistema com
apenas uma componente (tipo de particula), a equacao fundamental pode ser
escrita na forma

u=u(sv),

onde o nimero de moles N foi ’embutido’ nas varidveis u,s e v exatamente
por conta da propriedade de homogeneidade (todos podem ser divididos sem
problema pela varidvel extensiva N). Mas entdo os trés parametros intensivos
devem ser, igualmente, fungoes de apenas s e v. Entretanto, temos trés equagoes
para os parametros intensivos e dois parametros intensivos: isto implica que deve
haver uma relacao entre T, P e u, obtida por eliminacao das varidveis s,v do
problema usando-se as equagoes das varidveis intensivas. O mesmo argumento
se aplica para sistema com varias componentes, sendo que, neste caso, adota-
se simplesmente a escolha de 'normalizar’ cada uma das varidveis extensivas
usando-se o nimero de moles de uma das componentes. De fato, como os
parametros intensivos sao homogéneos de ordem zero, temos que

T(U7‘/7 {NL}) = T()‘Ua )“/7 )‘N17AN27 .. '7)‘N7")

(e o mesmo para as outras equagdes de estado) e escolhendo A = Nj_l, tere-
mos que cada pardmetro intensivo depende de (r 4+ 2) — 1 varidveis extensivas,
havendo, entretanto, (r + 2) parametros intensivos (ou equagoes de estado).
Evidentemente, o tipo de relagao que existe entre os parametros intensivos
dependerd do sistema em questao. Hd, entretanto, uma relacao que vale para
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qualquer sistema, visto ser baseada na propria equagao de estado na sua repre-
sentacao matemadtica. Se tomamos a equagao de Euler e tomamos sua diferen-
cial, temos

dU = TdS + SdT — PdV — VdP + Y p;dN; + > Njdy;
j=1 j=1

€, CoOmo sabemos que

dU =TdS — PdV +_ p;dN;
j=1

concluimos pela equacao de Gibbs-Duhem, dada por
T
SdT —VdP + > Njdp; =0.
j=1
No caso de um sistema com apenas uma componente, temos imediatamente

dp = —sdT' + vdP,

representando de modo imediato a relagao entre as variagoes dos pardmetros
intensivos.

O numero de parametros intensivos capazes de variacao independente é
chamado o nimero de graus de liberdade termodindmico do sistema. Assim,
um sistema simples com r componentes tem, como ja ressaltamos, (r +2) — 1
graus de liberdade termodinamicos.

Toda a discussao poderia ter sido feita na representacdo entrépica; nela a
relagdo de Gibbs-Duhem fica

Ud (%) +Vd (;) - gNid (%) —0.

3.1.3 Sumadrio da Estrutura Formal:
Ficamos, entdo, com a seguinte estrutura formal para nossos estudos de termod-

inamica:

1. Temos uma equagdo fundamental (normalmente desconhecida), que con-
tém toda a informagao termodindmica sobre o sistema e que pode ser
escrita na representagao de energia como

U=U(SV,N)
ou, na representagao de entropia como

S =S (U,V,N).
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(a) E importante salientar que a equacdo fundamental precisa estar es-
crita em termos das varidveis extensivas apenas, sem o concurso de
qualquer varidvel intensiva (a menos, é claro, que a relacao da var-
idvel intensiva com os pardmetros extensivos esteja ji explicitada,
pois neste caso se trataria de uma simples substituicao das ocor-
réncias da varidvel intensiva pela sua expressao em termos destes
pardmetros extensivos). Isto se torna claro se considerarmos, por
exemplo, no caso da temperatura, a equagao

U=U(T,V,N),

que, dada a definicao de temperatura, pode ser escrita como

oU
U—U<%,V,N>,

que é uma equacao diferencial parcial na varidvel U. Devemos
nos lembrar que uma equacao diferencial parcial gera solugdes com
formas funcionais indeterminadas' de modo que tal solucdo nao
pode implicar em um conhecimento total do sistema, como ocorre
com as equagoes fundamentais.

2. Temos, igualmente, equagoes de estado, dadas por (representacdo de en-
ergia)
T=T(U,V,N)
P=P(U.V,N) ,
Ky = Hy (U, V,N)

também dadas segundo uma dependéncia nas varidveis extensivas.

(a) Todas as equagdes de estado juntas implicam no conhecimento exato
das propriedades termodinamicas do sistema (o que pode ser visto
pela féormula de Euler, jé& que com tais equagoes podemos simples-
mente reescrever a equagdo fundamental). Nem sempre, entretanto,
temos todas estas equagdes e precisamos, portanto, de métodos para
obter uma destas equagoes em termos das outras.

(b) A equacdo que nos dé o tipo de dependéncia entre um dos parametros
intensivos em termos dos outros (e, portanto, em termos das varidveis
extensivas) é a equagdo de Gibbs-Duhem.

1Por exemplo, a equacio de onda pode ser escrita como a equacdo parcial

of 107

8r2 w2 a2

onde v é a velocidade da onda, x o espago e t o tempo. As soluc¢des desta equagao, o leitor
pode verificar, sdo dadas por qualquer fung¢ao com a dependéncia funcional

f(z—ot).

Assim, hd uma indeterminagao naforma funcional da solugéo.
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(¢) Se estamos trabalhando com um sistema com um tipo de particula
apenas, podemos também integrar diretamente a equagao

du = Tds — Pdv,

que é a forma diferencial da equacgao fundamental em termos dos
parametros intensivos.

(d) Integragoes tanto da equacao de Gibbs-Duhem quanto da forma difer-
encial da equacao fundamental, entretanto, darao apenas um resul-
tado em termos de uma constante arbitraria (vinda, evidentemente,
da integragao).

3.1.4 O Ga&s Simples Ideal:

Uma vez que ja estudamos os elementos mateméticos mais bésicos relativos as
equagoes fundamentais, vamos agora estudar alguns exemplos especificos que
caracterizam de maneira importante os sistemas termodinamicos.

O gds simples ideal é caracterizado pelas duas equagoes de estado

PV = NRT

U =cNRT,

onde ¢ é um ndmero que depende das caracteristicas dos gases: vale 3/2 para
gases monoatdmicos a temperaturas relativamente baixas (kT pequeno com-
parado com energias eletronicas de excitagao), ou 5/2 para alguns gases diatomi-
cos ou mesmo 7/2 para gases diatomicos a temperaturas mais altas (da ordem
de milhares de Kelvins).

As equagoes de estado acima podem ser usadas para se obter a equacao fun-
damental por qualquer uma das formas apresentadas anteriormente. Podemos
escrever:

T U u’ T vV o ow

e integrar diretamente a equagao de Gibbs-Duhem

d(£)=ud (%) +ud (;) :

substituindo o resultado na equagao de Euler

| _cNR_ck P _RN _R

1 P "
SdeU+TV7TN.

Ly -2 L W
d(T>— cRu™~, d(T)— Rv

Temos que
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de modo que

a(%) = —er% _ gy

que pode ser integrada termo-a-termo devido & sua caracteristica particular
(muito rara, alids), dando

Mo Ho U v
———=—cRln— — Rln—
T 7, Uo Yo

E R e

so=(c+1)R— (%)0

Uma outra forma de obter o mesmo resultado seria simplesmente integrar a

equacao
1 P
ds = Tdu + (T) dv,

s =so+cRIn <i> +RIn <1> (3.4)

de modo que

S = Nsy+NRIn

onde

dando

Ug Vo

que é equivalente & anterior por uma simples defini¢do de sg, que é uma con-
stante.

Uma mistura de dois ou mais gases ideias (chamado de gds ideal simples
multicomponente) é caracterizado por uma equagao fundamental que pode ser
escrita como

T \%
S:ZNijo-i- ZNjCj RIHTO-FZN]'RIH (vao) , U= ZNjCj RT,
J J J J

onde a temperatura funciona como um parametro que, uma vez eliminado (é um
pardmetro intensivo e ndo pode aparecer na equagao fundamental), nos fornece
a equagao fundamental na forma S = S (U, V, {N;}).

A comparagao desta equagao com a equagao (3.3) ou, mais diretamente, com
(3.4), indica o resultado conhecido como teorema de Gibbs.

Theorem 38 (de Gibbs) A entropia de uma mistura de gases ideais é a soma
das entropias que cada gas teria se ele sozinho ocupasse o volume V & temper-
atura T.

Proof. A prova do teorema de Gibbs pode ser feita através de um experi-
mento mental simples, que o leitor deve considerar a partir do texto do livro do
Callen. m
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Se escrevermos a equagao da entropia na forma

T v N;
S:;stjo—i- ;Njcj RlnFO—i-NRln(N—UO)—RZj:lenW,

entao o dltimo termo é chamado de mistura de entropia e representa a diferenca
nas entropias entre aquela de uma mistura de gases e aquela de uma colegao
de gases separados, cada um & mesma temperatura e & mesma densidade da
mistura original N;/V; = N/V.

3.2 Sexta Aula: (07/04/2008)
3.2.1 O fluido ideal de Van der Waals:

Gases reais raramente satisfazem as equagoes de estado apresentadas na secgao
anterior, exceto em limites de baixa densidade, de modo que temos que procu-
rar aperfei¢oar o modelo. Uma maneira de fazé-lo é apelando para uma andlise
estatistica (em termos de corpusculos se chocando com as paredes do recipi-
ente, etc.) que se encontra fora do campo da termodinamica, mas que pode,
neste momento, nos ajudar a conhecer uma outra caracterizacao de sistemas
termodinamicos, a titulo de exemplificacao.

A equacg@o de Van der Waals decorre da percep¢ao de que, na dedugao fisico-

estatistica da equagao
NRT

%

faz-se a hipétese de que as particulas sdo todas de volume zero (puntuais). Se
assumirmos que cada uma delas tem um volume b, entao é razodvel trocar o
volume total V' pelo volume corrigido V' — Nb. Da mesma maneira, quando
temos as particulas dentro de um recipiente, aquelas que estao préximas do
centro do recipiente sofrem forgas de todas as outras que tendem, pelo seu
cardter randomico, a se anular; aquelas que se encontram préximas das paredes,
entretanto, sofrem a atuacao maior das particulas que estao do lado oposto ao
da parede e isso tende a alterar a forga com que colidem com a parede (a pressao,
portanto). A diminui¢do da pressdo deve ser, nessa perspectiva, proporcinoal ao
mimero de pares de moléculas ou proporcional a (1 / vz), uma vez que quando
o volume vai para infinito, a correcao deve desaparecer. Assim, a equacio de
estado procurada é

P:

RT a
P=—7-—.
v—>b w
Os parametros a e b dependem, evidentemente, do sistema especifico consider-
ado.

Ja sabemos que devemos ter uma outra equagao de estado para acessar o
conteido da equagdo fundamental (a menos de uma constante). No caso de
apenas um mole (equages molares) faz sentido procurar pela equagdo térmica

de estado (a que envolve a temperatura). Nao podemos usar a equagao térmica
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dos gases ideais, pois ela nao é compativel com a equacao anterior. Devemos,
entao, procurar a expressao mais simples que possa servir para uma equagao de
estado térmica, compativel com a equacao de Van der Waals.
O aparecimento da temperatura na equagao da pressao implica que podemos
resolver este problema na representacao entrépica, pois temos
P R a1

T wv—b 2T
e, desde que
1 P
ds = Tdu + ?dv,
devemos procurar por

1

T:f(u7v)7

representando a segunda equacao de estado. A compatibilidade entre esta equagao
procurada e a equagao para a pressao se dd a partir da exigéncia que ds seja
uma diferencial exata, de modo que

O (LN _0 (P
ow\rT), ou\T),’

visto que isso implicaria em

9%s B 9%s
vou ~ Oudv’

Assim, temos que

O (Ly _o(Py 0 (R _aly a0/l
ow\T), ou\T/), Ou\v—b 2T) ~— v20u\T),’

uma condi¢ao que pode ser escrita como
20 (1 0 (1
() == (=
ov\T)/, ou\T),

of _of w _of 1 Cof 1 L0f

= —v
ov’

o(1/v)  ovd(ljv) owo(ljv)/ov  Ov—1/v2

a(la/v) (%> B % (%)

de modo que 1/T deve ser uma funcdo que se relaciona com as varidveis 1/v e
u/a segundo a mesma dependéncia funcional. A maneira mais simples é dada
por

€ Como

temos que

1 cR

T wu+ta/v’
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visto que esta equagdo tende para aquela do gds ideal se fizermos v — co (que
é a assungao bdsica do gés ideal). Assim, temos as duas equagoes de estado

P R acR
T — v—b w?+av
1 cR

T — u+ajv

que podem ser usadas para se obter a equacao fundamental por integracao direta

de
1 P cR R acR
ds = TdquTde u+a/vdu+ (U—b - uvz—i—av)dv

A integragao pode ser feita se notarmos que, para ter o primeiro termo a direita,
devemos contar com o fator

cRIn(u+a/v) + f(v)

que, derivado com relagao ao volume v, fica

&idv+f’ (v)dv( il ackt >dv,

Cu+alvo? v—b w?+av

de modo que

f(v)=Rln(v—b)

e assim
ds=d[cRIn(u+a/v)+ Rln(v—"0)] =d{RIn[(u+a/v)’ (v—"1)]},

ou seja
s=RIn[(u+a/v) (v —"b)] + so,

ou seja,

S =Nso+ NRIn[(u+a/v)" (v—">)].

Gases reais também nao constumam ser representados quantitativamente de
forma correta pela equagao de Van der Waals, visto que consideragoes estatisti-
cas mostram que deve haver mais termos na expansao, sendo a equacao de Van
der Waals uma primeira aproximacao. Entretanto, a equacao de Van der Waals
fornece bons resultados qualitativos para muitos sistemas termodinamicos reais.

3.2.2 Radiagao Eletromagnética:

Se considerarmos uma cavidade vazia de corpusculos materiais, com as paredes
mantidas & temperatura 7', entao ainda haverd na cavidade energia eletromag-
nética. FEste sistema possui equagoes de estado empiricas dadas pela lei de
Stefan-Boltzmann

U=»b/1T?
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U

3V’

onde b = 7.56 x 10716J/m3K* que pode ser calculado a partir de principios
mais bésicos fora do escopo da termodinamica.

Deve-se notar que nao se faz mengdo ao nimero N, que seria o nimero de
fétons. De fato, nao hd, neste sistema, qualquer nimero N que seja conservada
e pelo qual possamos contar as particulas no interior da cavidade?. Toda a
equagao fundamental deve ser escrita apenas em termos de U e V, portanto.
Na representacao de entropia, devemos ter

P:

— pl/AyL/Ap-1/4

Nl S=

— 1b1/4U3/4v—3/4
3
de modo que
dS = BYAVIAUTIAU 4 LAY gy
3
I S s/av /4 _ o 4i1/a703/a7,1/4
= SO (UMY = a (Sp Uty
de modo que a equagao fundamental fica

g _ Aprjagsiagaya
3

3.2.3 A barra de borracha:

A termodinamica pode ajudar também a encontrar equagoes macroscopicas rela-
tivamente simples baseadas em algumas poucas observagoes experimentais para
alguns sistemas em que comparece a nogao de calor. Um exmplo disso é a barra
de borracha; nesse sistema temos duas varidveis relevantes: o comprimento da
barra (L) e a energia interna (U) associada a ela (os parametros extensivos)
com as varidveis internas ’conjugadas’ dadas pela tensao 7 e a temperatura 7.
O comprimento L é andlogo ao volume V em sistemas usuais, enquanto que a
tensao 7 é andloga a pressao —P.

Experimentalmente, sabe-se que a energia interna nao depende do compri-
mento da barra de borracha (que néo seja o comprimento inicial da mesma) e
é linear com a temperatura — para ordens de temperatura que nao rompam o
limite de elasticidade da barra—, de modo que

U= CL()T,

2Neste sistema, microscopicamente, fétons sdo constantemente absorvidos pela parede e
criados por ela de maneira que ha apenas um niumero médio de fétons envolvidos, ndo um
nimero exato (conservado) dos mesmos.
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onde ¢ é uma constante. A tens@o, também experimentalmente, é vista se
comportar linearmente com o comprimento, de modo que

L— Lo

T=bf (T) —— .

onde b é uma constante, L representa o limite eldstico da barra, e f (T') ¢ uma
fungao de T s6 restringida pela necessidade de se ter consisténcia termodinamica.
Assim, temos que

cLo bf (T) L - Lo

1
dede —de—dU— T I,- LOdL

Assim, para que dS seja uma diferencial exata, temos que ter

o0 (1Y _ bf (T) L— Lo
OL\T ), 8U T L—Lo
e como o primeiro membro é zero, basta colocar f (T') = T para obter consistén-

cia (0 = 0). Assim, temos

Ty LoL 1y
T "In-Ly T U

e ficamos com

el L-Ly ., b(L — Loy)*
dsS = i —dU b LOdL—d cLoIn (U/Uy) 3Ly = Lo)
e assim )
b(L — Ly)
= Lol -
S SO+C 0 H(U/U()) 2(L1_L0)7

que é a equacao fundamental do sistema.

3.2.4 Sistemas Magnéticos:

Nem sempre os sistemas termodindmicos se ajustam de maneira tao tranqiiila a
todos os elementos que estivemos apresentando até aqui. Alguns sistemas podem
possuir certas idiossincrasias que impedem uma ou outra aplicacao imediata de
certa caracteristica do formalismo. Os sistemas magnéticos possuem uma tal
idiossincrasia e podem ser utilizados para exemplificar esta questdo. Estamos
interessados aqui nos sistemas para- e diamagnéticos, que s6 se magnetizam na
presenca de campos externos.

Nestes casos, devemos considerar nosso sistema termodindmico como consti-
tuindo de uma amostra colocada em um campo magnético externo B, e respon-
dendo a este campo segundo o seu momento magnético I. Assim, escolhendo
uma simetria apropriada, a varidvel I cumpre o papel de varidvel extensiva e
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o campo B, cumpre papel de sua varidvel intensiva conjugada, de modo que
nossa equagao fundamental deve ser escrita como

U=U(SV,I,N), (3.5)

em termos apenas das varidveis extensivas, como ja sabemos, e portanto

no (%)
oI S,V,N

As unidades sdo: o tesla (T') para o campo magnético B, e o Joule/Tesla (J/T)
para o momento magnético. Note que nossa defini¢ao de sistema termodinamico
implica que a energia interna U se refere apenas ao sistema material, de modo
que a energia total do sistema é dada, de fato, por

1
Ur =U+ 55 BIV,

onde o segundo termo leva em consideragao a energia armazenada no campo
magnético no volume V.
Com uma equagao fundamental como a mostrada em (3.5) temos uma equagcao
de Euler
U=TS—- PV + BI+uN

que é sempre uma relagdo que envolve o produto das varidveis extensivas do
problema pelas varidveis intensivas conjugadas; e uma relagao de Gibbs-Duhem

SdI'—VdP + IdB. + Ndu =0,

que é uma equacao que relaciona as varidveis intensivas do problema a partir
da maneira como elas estao escritas em termos das varidveis extensivas.

A especificidade dos sistemas termodindmicos magnéticos ¢ que nao hd qual-
quer parede restritiva com relagao ao momento magnético, de modo que o mo-
mento magnético é uma varidvel que deve sempre ser considerada como nao
restrita. De qualquer forma, as idéias que ja vimos apresentando se aplicam
sem grandes modificaces e podemos, a titulo de exemplificagao, explicitar uma
equagao fundamental para sistemas paramagnéticos na forma

S I?
U:NRTOexp M+W .
0

3.2.5 Segundas derivadas e propriedades materiais:

As primeiras derivadas das varidveis extensivas termodindmicas mostraram-se
importantes para a constituicao das diversas equagoes de estado e a conseqiiente
definicao das varidveis intensivas importantes. Temos também uma série de se-
gundas derivadas nestes mesmos parametros que representam propriedades ex-
perimentalmente observéveis dos diversos materiais e possuem, portanto, grande
interesse fisico. Temos, portanto:
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1. O coeficiente de expansao térmica, definido como

1/ 0v 1 /oV
o = — g = — R
v\0T ), V\OT)p’
que representa a resposta do volume do sistema a um aumento ou diminuigao
da temperatura, mantida a pressdo constante (e o nimero de moles);

2. A compressibilidade térmica, definida como

1/ 0v 1 /oV
br=—(55) === (55)
v \OP /), V \OP ),
que representa a resposta do volume do sistema a uma alteracao na pressao,
mantida a temperatura constante (e o nimero de moles);

3. A capacidade térmica molar a pressao constante, definida como

ds T ([0S 1 /dQ
C=T(—=) ==(=2) ==(=
o), N\OT)p, N\dTl'),
que representa a resposta do aumento ou diminuicao da quantidade de

calor no sistema em fungao da altera¢do na temperatura do mesmo, man-
tida a pressdo constante (e o nimero de moles).

H4, ainda, muitos outros coeficientes que representam respostas importantes
dos sistemas termodindmicos a alteragoes em suas varidveis, entretanto, como
se verd mais & frente, estes outros coeficientes estao vinculados aos que aqui
apresentamos por relacoes formais. De fato, a titulo de exemplo, é facil mostrar

que vale
8T> (8P>
kel == (3.6)
(8V S,N 95 ) v.n

uma vez que representam simplesmente a identidade formal
0?U B 0*U
280V ) \OVas )y

como se pode facilmente identificar a partir de

oU oU
= (%)m’ P(W)S,N'

Note que, na equacdo (3.6), ambos os termos possuem interpretacoes fisicas
imediatas: o lado direito representa a mudanca de temperatura associada a
uma expansao adiabdtica do volume, enquanto que a outra representa uma
alteragao da pressao quando se introduz calor no sistema, mantendo-se o volume

constante. Que essas duas grandezas sejam iguais é algo absolutamente mao
trivial e pode ser considerado um primeiro triunfo da teoria.
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H4, como ja dissemos, outros coeficientes que possuem com os que ja defin-
imos relagbes mateméticas explicitas. Assim, para exemplificar, ja que tratare-
mos desse tépico mais adiante, pode-se mostrar que, se definimos a compress-
ibilidade adiabdtica como sendo

1/ 0v
== (7).

e a capacidade térmica molar a volume constante como sendo

0Os
= (57),

entao pode-se mostrar que valém as relagoes

TV o2 P JrTVOz2
Nkr ' T TNCR

Cp=0C,+

Por agora, basta conhecermos os trés coeficientes bdsicos apresentados no
inicio da secgdo e sabermos que existem outros coeficientes, bem como relages
entre eles.

3.3 Exercicios do Capitulo:

Exercise 39 (8.1-1) Tomemos a primeira, como exemplo. Temos
S=ANUV)'?,

que sugere a representacdo entropica, de modo que

11 (NV)/3
T 3 U223 -’

de modo que

5 <1AM> U <1AM> v <1AM> N

1 (NU)1/3 E,EA(UV)US
3% v T 37 Ne/B

b
T

3 U2/3 3 V2/3 3 N2/3

que, uma vez feitas as simplificacées, reproduz a expressao original, evidente-
mente.

Exercise 40 (8.2-1) Temos a equagdo de estado
S4
NV

Podemos encontrar a relagio entre T, P e p obtendo as equagdes de estado e
eliminando as varidveis extensivas: fazendo isto, temos
S3 S4 S4

vve Py =

U=A

T =4A
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ou ainda
4 4

i AS A
T=4 F, P=2 E, nw=—A—

de modo que
4
P 2A% 1 v

T2 16A2§—i 8A s2

e, portanto,
1 (T2\? s
644 (?) = A
Assim
1
= "6aA P2
Exercise 41 (8.3-1) Temos que
52 As3
T=342, p=22
v’ 2’

com A uma constante. Podemos encontrar a equac¢do fundamental encontrando,
primeiramente, a funcio que descreve o potencial quimico. Temos que a repre-
sentagdo estd dada com a energia como varidvel dependente (ja que é a entropia
que aparece nas equagoes de estado, indicando que a entropia é que é considerada
a variqvel independente), assim

du =Tds — Pdv

e temos ) 5 A
dp=— 345 ds — As—zdv} - d (—S) :
v v v
de modo que

p=—As’v"! + pg;

A equagao fundamental fica, portanto, dada pela férmula de Euler como
U=TS— PV + uN,

ou
S3 S3 S3
ou
53
Poderiamos também obter a equacdo fundamental a partir da integracdo direta
da forma molar da equagao fundamental, dada por

du = Tds — Pdv,
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dando
2 3 3
du=34"ds— AZ dv=1d (AS—)
v (% (%

de modo que
3
u=A—+ug
v

ou ainda
3

U= A% + Nuyg.
Exercise 42 (3.3-2) Temos que
U=PV, P=BT?
de modo que

2—_
T_BV

L _ [BY
_ 2L
_u, [BV_ [BU
Vv U v’

de modo que agora temos as equacgoes de estado escritas apenas em
termos das varidveis extensivas. Podemos escrever ainda sua forma molar

como
1 [B o [Ba
T u' T v

e obter a equac¢do fundamental integrando

e, portanto,

=l

Assim, temos também que

Nl

1 P
ds = Tdu + Tdv
para obter
ds = BY20 201 2qu + B2 20 24y = d (231/2u1/2vl/2>

de modo que
s = 2BY 2y /212 4 S0

ou, ainda
S = 2BY2U2y 12 4 Ng,.
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Exercise 43 (8.3-3) Temos que

NU UYRVY2 N

P=—xv vy TN _ar®

e queremos encontrar a equac¢ao de estado. Escrevemos, primeiramente

p_1_NU
 VN-24U
para obter, por divisao,
P 90 V/3/2AU/N -1 ul/? o
T {W} T 200

e também
1 1-24Au  _ 4,

T 2C’ul/2111/2e
para ficarmos com a equacao

1/2

ds w2172 € 03/2

"2

de modo que

5= WLC_U:_A“ + so
e, portanto,
S = We*‘wﬂv + Nsp.
Exercise 44 (3.3-4) Agora temos que
_3p 12 _ prypl/3
u=gPv, u v

de modo que
1 /3 P2 yl/?

T Bul/2’ T 37 42/3

de modo que
ds = B |vM3uY2qu + gul/zv_z/?’dv} =d (2Bu1/2v1/3)

e assim
s = 2Bu/?v'/? + S0,

ou ainda
S = 2BUY2VY3N/S 4 Ng,.

1 [1-2A 1
[ U —Aug, U eAudv] _ Ed <u1/2U71/267Au> 7

93
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Exercise 45 (8.4-2) Temos que

_ NRT

P
vV

U =3/2NRT

e também temos que
dU =TdS — PdV = —PdV,

visto que, neste caso, trata-se de uma compressao adiabdtica. Assim, podemos

escrever 5
U=_-PV,
2 ?

de modo que
dU = gPdV — ngP = —PdV

e, portanto,

av dP

ou, integrando,
PV®/3 = const.

Note ainda que
ox 2(s— s0) _u (v 2/3_%Pv v 2/3_§Pv5/3
P 3R N ug \ Yo - (') Vo - 2 U()’Ug/3

Pui/3 — 2U0v§/362(s—30)/3R
3

e assim

ou ainda

Py/3 — 2§Povov§/3ez(s_*”°)/3R _ (Povg/3e—230/3R) e25/3R
32 ’

como apresentado no livro.
Exercise 46 (3.4-3) Temos que (para 2 moles)
To =0°C, Vo=45x10"*m? T;=-50°C.

A pressdo inicial é
PyVo = NRTy
e, portanto,

_ 2x8.314 x 273

— 3 o
0= T 5 <103 100.8765 x 10°Pa = 0.10087M Pa.

O volume final pode ser dado a partir de

P’Us/3 = PO'US/B
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Pv=RT

de modo que (dividindo uma equagdo pela outra) (note a divisao por N =2 em
vo)

5/3 _ 5/3
2 Povg/® _ 100.8765 x 10° x (45 x 107%/2)”" 0007560
! RTy 8.314 x (273 — 50)
e, portanto,
vy = 0.030476
e assim

Vi = 0.0609535 = 61 x 10~*m>.

Exercise 47 (8.4-4) Facamos a integral do trabalho mecdnico:

\% \% 5/3 5/3 |Vf 5/3
o - POU() - 2 P()UO o 2 P()’UO 2
Wag == [ pav = [ Shde = 5 | =S+ R
Vo
e o trabalho final do exercicio anterior fica
3 (100.8765 x 10%) (45 x 10-3/2)”* 3
Wy = —3 ( 612 X) 1(0_3)2/3 /2) +5 (100.8765 x 10%) (45 x 1073/2)

—2779.620900 + 3404.581875 = 624.960975

de modo que o trabalho por nimero de moles é dado como acima. A energia
inicial pode ser calculada facilmente como

3
Uy = ENRTO =1.5x 2 x 8.314 x 273 = 6809.1660
e a energia final
3
Uy = §NRTf = 5562.0660

de modo que
AU = 5562.0660 — 6809.1660 = 1247.1.J

O trabalho total ¢ NWy; = 1249.9J, sendo a diferenca fruto das simplificagdes
nas casas decimais.

Exercise 48 (8.4-5) Hd uma relagao

V n
T=|—] Tp.
(vo) ’

O trabalho feito sobre o gds para comprimi-lo até um volume Vi < Vg é

Vi Vi 1% \%
' ' NRT N ' NRT, |

W = 7/ PdV = 7/ NET - ——URTO/ ViTlay = — Rnow7
Vo Vo 14 VE) Vo 77‘/6 Vo
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e, portanto,

Wi = NZETO {1 - (%")n] . (3.7)

A wvariacao de energia do gds fica

Up = gNRTO, U = —NRTf = —NRTO (‘Q)
0

de modo que

_3 Vi\”
o= S ()]

O calor transferido ao gds é simplesmente

AQ = AU + AW = NRT0<1 3> {1(”) ]
n 2 Vo

de modo que AQ =0 sen=2/3. Também podemos calcular o calor transferido
integrando diretamente a relacao

dQ = Tds,

mas para isso precisamos explicitar T em termos de S (ou vice-versa). Temos,
entretanto, que
TAS =dU + PdV = AU + AW

como antes.
Exercise 49 (8.4-6) Partimos da relagio

(L) () &)

S=Nsy+ NRln

para obter
1 _ (ﬁ) R
T\ W
PR |
b= (), - | (&) (%) ()| - rer

Exercise 50 (8.4-7) Temos que

S = Nis1,0+ Nasag + (Nlcl + NzCz)Rln (%) +
N1R1n< )+N231n<N2UO)

)

com
U= (Nlcl + NQCZ) RT.
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A equacgao de estado, eliminado o termo paramétrico da temperatura, fica

Uo (Nici+Nac2)

S = Nis1,0+ Nasa g+ (Nic1 + Nacz) RIn ( —Nl’oclJrNQ’OCQ)) +
NiRIn (55) + NeRn (57

e temos as equagoes de estado:

1 _ Nicg+Noc 2 R
T U
P _ N]iNzR
T
fF=—s10+ R+ R—ciRIn (4 ) — Rln (x5
2 = =590+ Rey + R—caRIn (4 ) — Rln (-
e a equagdo de Fuler fica
1 P My Ho
S==U+ =V —=N; — =N.
M S S

dando
S = (Nlcl + NQCQ) R+ (N1 + NQ) R—

Ny [—810+R01 4+ R—c1RIn (Tl) Rln (vao)} _
Nz{ 820+R02+R702R1n(T1> Rln(

NQ'U()
que, apds as simplificacoes, fica
S = Nis1,0 + Naszo + (c1N1 + c2N2) RIn (Tlo) +
RNiIn (55 ) + RN2 In (57

que é exatamente a equacdo fundamental para esse tipo de sistema termod-
mdmaco.

Exercise 51 (8.4-8) Hd uma expansio de V. — AV, de modo que V; = Vj,
Vi = AVo. Queremos saber a razdo entre a pressdo inicial e a pressdo final e a
razdo entre a temperatura inicial e a temperatura final. Temos que

PV = NRT.

A compressio tendo sido adiabdtica, jd sabemos (por exercicio anterior) que

vale
Pu5/328/3R _ Povg/Bezso/?)R_

A primeira equagdo indica que
DV _\Pr Ty
PVo Py Ty

Mas a expansdo sendo adiabdtica, temos que s = sg, de modo que

5/3
P (w\"_ \-5/3
Po vf '
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Assim,

Pfi -5/3 Tfﬁ -2/3
Poi)\ , Toi)\ .

Exercise 52 (8.4-9) Temos gds de He em ambos os tanques. Em cada um
deles vale as equagoes

Vi = NiRTy
PV, = NyRT»
e
3
U, = §N1RT1
3
U, = éNzRTQ

Podemos calcular a temperatura inicial de cada um deles com os dados do prob-
lema. Assim

PV (5% 10°) x (0.1)

T, = — — 60139.524K
! R 8.314
PyVa (6 10°) x (0.15)
T, — - — 108251.1427K
2 R 8.314 0825 T

Com as temperaturas, calculamos as energias iniciais:

3
Ur = 358314 60139.524 = 7.5 10°J
Uy = 28.314 x 108251.1427 = 1.35 x 10°J

No momento que abrimos a vdlvula conectando ambos os tanques, hd o estab-
elecimento do equilibrio que, no caso, deve estabelecer

U = Uy +U;=21x10°
" = Ty

Lembrando que agora hd 2 moles no interior do volume total V = 0.25m3, temos
que

3
2.1x10% = 52 x 8314 x T

e, portanto,
T = 84195.333K

A pressido final do sistema deve ser tal que

~ 2x8.314 x 84195.333

=56 x 10°Pa.
or 5.6 x 10°Pa

P
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Exercise 53 (3.4-10)

1. (a)

(b)

Agora temos o caso de temperaturas iniciais de Ty = 300K e Ty =
350K (nos mesmos volumes). Podemos calcular as pressdes iniciais
como sendo

Pv;  (5x10°)(0.1)

N, — _ — 200.47
! RT, 8.314 x 300

PVy (6 x10°)(0.15)
N- — — — 2
2 RT, 8.314 x 350 30929

de modo que a energia final fica
Uy = (Nl + NQ)RT.

As energias iniciais sao

3
U, = 5200.47 x 8.314 x 300 = 750018.41
U, = 2309.29 x 8.314 x 350 = 1350004.45
e assim
U=21x10°
e assim ) 51 of
dAx1
T=_- = 330.34K
3(200.47 + 309.29) x 8.314
Se o primeiro tanque contivesse He a 300K e o sequndo tanque con-
tivesse um gds diatéomico ideal com ¢ =5/2 a 350K, entdo teriamos
Ny = 200.47
Ny = 309.29

como antes, ja que o resultado independe da constante c. As energias
ficariam

3
U, = 5200.47 x 8.314 x 300 = 750018.41J

5
Uy, = 5309.29 x 8.314 x 350 = 2250734.90J

de modo que a energia total fica
U = 3000753.31J

e assim

3 S
3000753.312 = (5200.47 + 5309.29) x 8314 xT

de modo que
T = 336.08K.
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Exercise 54 (8.4-11) Temos que a pressio de um gds simples e ideal multi-
componente é dada por

p_(os
T \ov),
e usando
S=> Njsjo+ | > Njc; Rln—+NR1< > RZNln
J J
ficamos com
P _NR
T Vv
e como
-
N=S"N,
j=1
ficamos com
T RT T
P=) Niz=2_%
j=1 j=1

que Sa0 as Pressoes parciais.

Exercise 55 (3.4-12) O potencial eletroquimico é calculado imediatamente

como
[ oS B Njvg T
= (—aNj> =RIn ( v +R(1+¢j)—c¢;RIn T

de modo que a fun¢ao explicita de T é

f=T {R(ch) ¢;RIn (;;)]

Nj’l)() o JDjUQ
V RT”’
podemos, evidentemente, escrever

Pjv T
p; = RTIn ( ]%T()) +RT (1+c¢j) —c;RTIn <?) .

0

Uma vez que

Exercise 56 (3.5-1)

1. Temos:
w=aPv, Pv®=0bT

de modo que, dividindo um pelo outro,

u aPv a

T~ P2 v
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de modo que
1 _ab P _ b

T w T 02’
que sio nossas equagoes de estado. Queremos agora saber se tais equagoes
sdo termodinamicamente compativeis. Para tanto, devemos nos lembrar

que
1 P 0s Os
ds = Tdu+ Tdv = <%>vdu+ <%>udv

e que, para que ds seja exata, devemos ter

o (95) _ 0 (05
ov\ou), oul\dv),’

de modo que devemos ter

an (7) =a (7)

para haver compatibilidade. Com as equagdes de estado jd obtidas, ficamos

com
o (@) _o (b
ov \uv /) Ou \v?

que nao se verifica, nao havendo, portanto, compatibilidade.

2. Agora temos
u=aPv?®, Pv?>=0bT

de modo que

e a compatibilidade implica que

o (ab)_0 (b
ov\wu /) Ou\v?
que é satisfeita, havendo compatibilidade.

3. Temos
u ¢ + buv u

va+buv’ a+buw’
de modo que as equagdes de estado ficam

T v

P c+buv 1 a+buv

el

u

2 a + buv 7& c+ buv
ov i T du v ’

ou, fazendo as derivadas

e devemos ter

b=b,

implicando na compatibilidade.
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Exercise 57 (8.5-2) A expansdo é isentrdpica (quase-estdtica e adiabdtica).
Assim,

1 P
dS=0= Tdu+?dv,

ou ainda ) R R
ac
TdUJr v—b w?+av dv=0
Agora, sabemos que
u=—=4cRT
v
de modo que
du = “%dv + cRAT
v

e ficamos com

lra R acR

g T] _ —

= [vzdchd + L)—b —— v =0,

que pode ser simplificada se colocarmos

1 a cR a

——dv=—"".=dv
T v? u+afv v?

para ficar com
cRdT' R

T v—>

dv

dando
¢cRInT = —Rln (v —b) + const.,

ou ainda
T¢(v—"0) = A,

onde A é uma constante.

Exercise 58 (3.5-3) Dois moles de COq estao a uma temperatura de 0°C
e um volume de 45 x 1073m3. O gds é expandido adiabaticamente e quase-
estaticamente até que sua temperatura caia a —50°C. Quais sao 0s volumes

finais e as pressoes finais? Neste problema, claro, podemos usar imediatamente
a equagdo que derivamos no exercicio anterior

T¢(v—"0) = A.

Como se trata do COa, temos pela tabela que a = 0.401, b = 42.7 x 1076 ¢
c=3.5. Os dados iniciais implicam que

(273)7/% (45/2 x 1073 — 42.7 x 107%) = 4,

e assim

A = 7549649.773.
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No estado final teremos, portanto
(273 — 50)7/? (v — 42.7 x 107%) = 7549649.773

de modo que
vy = 0.04563167046

e, portanto,
Vi =2 x vy =0.09126334092.

A pressdo podendo ser obtida imediatamente das equagdes de estado.

Exercise 59 (8.5-4) Devemos assumir que n = —1/2 e que se trata de um
fluido de van der Waals. Temos, portanto, que

v —1/2
T=|- T
(vo) 0

1. (a) A equagio de estado na pressio fica

P R a

T wv—b 2T

de modo que®

R a
P= T
v—2> v2

R v\ 2 a
P= v 7.2
vb(v()) 07 2

e assim, o trabalho fica dado por

o1 —1/2
W]w = —/ R i T — i d’l);
v |V —b \vo v2

Vale a pena calcular a integral em detalhes; Temos

ou ainda

a

U1 R
Wy = —RT()\/’U_O/ —_——dv— —;
Vo \/5(1) 7b)

v

colocando u = /v, ficamos com

a |Vt

v 9
Wy = *RTO\/%/ mdu - =

v

v
que pode ser integrada por partes para se obter
2RT; —b
Wy = — 0v/% In Vo I
2b Vuo+b v

3Note que se b — 0 e a — 0 temos o resultado dos gases ideais.

v1

Vo
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ou ainda

e BTy, 1-b/Vo _al”
M b 1+b/\o v,

Agora, como

m(l—12)=—2-22240(3), Im(l42)=2——a2+0(3)

2 2
temos que (até sequnda ordem em x)
In(l—2z)—In(1+z)=—2z.
Assim, para b — 0, a — 0, teriamos
Wy = — L0V <2i> v 2RT, (@)1/2 Ul,
b\, o),
que é o mesmo que teriamos em (3.7) caso colocdssemos n = —1/2.

(b) A mudanga na energia pode ser calculada como
a a v\ 2 a
U = cRTy — =, UcRT—CR<_> 7,
Vo v Vo v

de modo que

1/2 1 1
AU = cRT, {(@) 1] a<——>.
v v Vo
Note que se a — 0, imediatamente teremos que
1/2
AU = ¢RT, [(@) - 1] :
v

que é o resultado anterior esperado.

Exercise 60 (3.5-6) Umn mol (N; = 1) de um gds monoatémico ideal: satisfaz
as equagoes

P\Vi =RTy, U, = gRT.

Um mol de Cly (No = 1) satisfaz as equagées de van der Waals (a = 0.659,
b=156.3x 1075 c=2.8)

P, R 0.659 0.659
2 - - U, = 2.8RT, — .
Ty  Va—563x10-6 ToV2" 2 ST

Sabemos que se os gases estao & mesma temperatura 300K, o piston estd no
centro do cilindro (os volumes Vi = Vo = 0.5V,). Devemos ter

PP

T Ty
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com Ty =T, = 300K. Assim,
8.314 8.314 0.659

0.5Vp 0.5V —56.3 x 10-6 300 x (0.25V2)

de onde obtemos que
Vo = 0.0001430905455m>

e, portanto, Vi = 0.5V = 0.715452 x 10~ assim

RTy 8.314 x 300

= = 3.486 x 10" Pa.
V. 0.715452 x 104 XA

P =

Exercise 61 (3.6-1) O universo teria volume Vy que se expandiria para um
volume 2Vy. A expansao é assumida como sendo isentrdpica e sabendo-se que
a temperatura do universo (background) é de Ty = 2.7TK, pergunta-se qual a
energia ao final da expansdo. Se a expansao é isentrdpica, temos que

4 3/47,1/4 4
So =8 =>= §b1/4UO/ VO/ — §b1/4U3/4V3/4

e, como
U=bVT?,

ficamos com
VAT = b2V T?

e assim, usando que V = 2Vp, temos
VoI = 2VoT?

e assim,

T =237y = 2.142991420 K.

Exercise 62 (8.6-2) A radiacio eletromagnética estdé em equilibrio na tem-
peratura T = 2.7K. Temos que saber a pressdo, entao precisamos relacionar
a temperatura com a pressao. Ora, das equagoes de estado, obtemos imediata-
mente que

U bV T

P=sy =37

1
= =T
3 )
de modo que
1
P = 27.56 x 10716 (2.7)* = 0.134 x 10~ '3 Pa.

Exercise 63 (3.7-1) Temos que

L— L
—bT
T=10 I — Lo
e, como T = const, fazemos
L—1L L
6 =0 = bdT 0 4 pp O

L1 — Lo L1 — Lo
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de modo que a mudanca fracional em funcao do aumento da temperatura é

L—Ly T

5L T

Exercise 64 (8.7-2) Queremos calcular a transferéncia de calor para a barra
de borracha quando ela é esticada por um comprimento dL a temperatura con-

stante. Temos que
dUu L— Ly
dS =cLy— —b dL.
U L — Lo
Como a temperatura é mantida constante e U sd depende da temperatura (ndo
da variag¢do de comprimento), dU =0 e assim,

L—1Lg
ds = —bL1 —LOdL
e assim, como dS =TdQ, temos que
b L—Lg
dQ = T LOdL.

Este valor, evidentemente, é o inverso aditivo do trabalho realizado, visto que
dU = 0.

Exercise 65 (3.7-3) Temos agora que vale
U = cLoT?

e a equacdo de consisténcia implica que

0 0
oL (%)U T U (_%)L'

L_ Y
Tﬁ CL()

que continua a nao depender do comprimento L. Assim, o lado esquerdo da
equagao de consisténcia continua a ser nulo, de modo que nada se altera na
exigéncia de que T seja linear na temperatura.

Agora sabemos que

Exercise 66 (3.8-1) Sabendo que

S I?
U = NRT,exp NE + N22 )
0

calculamos

oU S I?
1= (55),, %o (57 7
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e também

oU S I? S I?
H= (a—NlS—TO (R‘N ‘ZR—NQI(%)GXP (ﬁ*mg)

s () _2BLI (5 I
=\or ), Nz “P\NRTNTZZ)

A equagao de Fuler fica

S I?
U = TS-%—BI—i—uN-exp(NR NQIZ)X
0

S I? 2RT,I?
s vm (- & o)« 200

que dd, apds os cancelamentos

S I?
U= NTyRexp (NR N212>

como esperado.

Exercise 67 (3.8-2) Agora temos

Ho 72 25
U_2N 1 +N8exp<NR>

po (U 2, (28
“\05),y RTP\NR
e também

_(OUN  —pglPR+2eN*xRexp (£%) — 4eSNxexp (%%)
"=\oN ), s~ N2\ R

~(oU el
Be= <81)U,N Nx

U=T5+ Bl +uN

de modo que

E a equacdo de Euler fica

e, portanto,
S s
U— 2eS exp 25 +u012+—u012R +2eN%xRexp (#%) —4eSNyexp (§%)
R NR 2NxR

que, apds os cancelamentos, fornece o resultado

Ho 72 25
U_QN I +N8exp<NR>

como esperado.
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Exercise 68 (8.9-1) Para um gds multicomponente ideal temos que

T ([0S > Nj¢ _
Cfu == N <6_T>V == TR—CR,

onde ¢ = Nicy + Naco. Para obter o coeficiente o, devemos calcular a rela¢ao
entre V, P eT. Temos que

PV = (Ny + N2) RT = NRT,

de modo que
~ NRT

V="p

e assim,
1 oV _1NR NR 1
aV(ﬁ)PV?WT'
A compressibilidade isotérmica fica dada por
et () a1
V\oP/), V P? NRT P’

O cilculo da capacidade térmica molar a pressao constante é feito pela férmula

T ([0S
Cp==|=—=] ;
PON (8T)P’
assim, devemos escrever S em termos de P e T (ndo de V e T) para proceder
ao cdlculo. Temos que

T 4
S = Zstjo + ZNjcj Rinz- + ZNlen (W) (3.8)
J J

J

€ usamos que
PV = NRT,

onde N =3 . N; para escrever

T NRT
S = ZstjO - ZNjcj Rln 7o + ZNlen (W) (3.9)
J J J

e calcular a derivada parcial obtendo
Cp=(c+1)R

Para calcular a compressibilidade adiabdtica, podemos usar a relagio que deve
haver entre P e V' no caso de alteragdes no volume isentrdpicas (para o gas ideal
multicomponente), uma vez que

po— L (OV
ST v\er)
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Como
 NRT

P )

oV 01 NR (0T
(a7), =~ (o77),+ 7 (7).,

O primeiro termo pode ser calculado imediatamente, dando

v

temos que

NRT
P2

enquanto que o sequndo termo pode ser calculado da expressio (3.9) como

dS=0= (Z Njcj> ]—;dT—i— > N%RdT —~ Z%dp
J J J

de modo que
NR NR+ NcR

ou ainda
1 (1+¢)
—dP = T
Pd T d
e assim
d_T B T
dP  (1+¢) P’
fornecendo
oV NRT T
= | =- +NR————
<8P)S P2 (I1+¢)P?
e assim

[

pe_ L (OVN _NRT( 1 \_ ¢ 1
ST v\er), PV 1+¢) 1+cP’

que € o resultado esperado. Com estes valores, temos que

TVa?
C(P—C(V"i_ NkT7
pois, substituindo
TV(l/TZ) PV
c+1 =cC —— —¢ — =2¢ =(c+1
(c+1)R=cR+ N (1/P) cR+NT cR+R=(¢c+1)R,

que é uma identidade.
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Exercise 69 (8.9-2) A equacao (3.70) nos diz que

@, o

e devemos mostrar que ela vale para um gds multicomponente ideal. A primeira
derivada pode ser calculada usando-se a equagao (3.8) pela qual temos

cNR NR
g
T T + % av

e como, nesta derivada, S e N sio mantidos constantes, temos que

oy __ T
WV )gn &V
Para calcular a outra derivada parcial, devemos usar a expressio (8.8) com

a condi¢do de eliminarmos a temperatura em fun¢do da pressao e do volume.
Assim, ficamos com

s =

PV 1%
S:Zj:Nijo-l- zj:Njcj RlnNRTO—i-zj:Nlen(NjUO)

de modo que

cNR
= P
ds Iz d
e assim
@ P NRT _1
9S )y ¢NR eNRV &V

e o resultado (3.10) fica estabelecido.

Exercise 70 (8.9-3) Queremos os coeficientes o, kr em termos de P e v para
um sistema que obedece a equacdo de van der Waals. O coeficiente o é definido

como
L[
A/

Para calculd-lo, devemos expressar o volume molar v em termos da temperatura

e da pressao. Temos que
P R a

T v—b Tv?
de modo que, diferenciando (com P constante e depois de multiplicar por T),

dP:O:—R dT—iRT 2dv+2—Zdv,
v—2>b (v —b) v
ou seja
R . RTZQ_;L]
v—2>b (v —b) v
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e, portanto,

NEYEAN—
Cw \oT " [wRT _ 2a(v—b)
P {('u—b) v? :|

e substituindo

RT a
=P
v—2> T
ficamos com
Rv?
o=—
[v3P — av + b

Valendo o mesmo para os outros coeficientes.

Exercise 71 (8.9-5) Mostrar que

Cr _kr
C, ks’
Temos que
TV o?
CP - C’u + NkT
de modo que
2
& 14 TVa -
C, NEkpC,
Da mesma forma
kT TVa2
= =14+
ks NEkgsCp
de modo que, subtraindo, ficamos com
&7k_T7TVa27TVa27TVa2 11
C, ks NEkrC, NksCp N krC, ksCp
ou ainda
Co kr _ TVa® [Co ks
C, ks NCpkr |Cy, ks|’
ou ainda

@ B k:_T 1 TVa? _o
C, ks NCpkr )
de forma que, como ndo podemos ter sempre (para qualquer temperatura, volume
eN)
2
1 TV« —0,
NCpkr
Cr_kr
C, kg’

devemos ter
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Exercise 72 (8.9-10) Estaremos mantendo V e N sempre constantes nas
derivacoes, de modo que

dU =TdS + B.dl

e, como devemos ter dU como uma diferencial exata, devemos ter

0B\ (0T
25 ), \or )y

onde estamos sempre assumindo que V e N sao mantidos constantes. Assim,

de ”LOdO mats COHLpletO,
S N ,N S 7]\f '

Fazendo o mesmo na representacao de entropia, obtemos

oS oI
T(55) =T (7)o
0B, I,V,N or S,V,N

Exercise 73 (8.9-11) Sabemos que

- (3)
oI S,V,N

oUu
P <_) .
ov S,I,N

dU =TdS — PdV + B.dIl + pdN

e também que

Agora, como

e como estamos sempre considerando a entropia e o N constantes, temos
dU = —PdV + B.dI

e o fato de dU ser uma diferencial exata implica que

)
or — v’

Com as defini¢oes de B, e P, ficamos com

an |- (av)| = o (1)

que é verdadeira, indicando que a expressao contida no exercicio também o é.
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Exercise 74 (3.9-13) Temos que

_@(W>
N \9B. )’

de modo que devemos expressar I em termos de Be e T'. Para o modelo, temos

U=NRI,e S + -
= X —_— [
0PANR T N2
e, portanto,
5 _ 2RI s I
e = xp | =5 + 53
N1z “P\NR T N2
‘ S I?
T=T, = .
0 CxP (NR i NZIg) ’
ou seja
2RI
B, = —=T
NIZ
de modo que, diferenciando (com T constante),
2RT
B, = =dI
4B, = Sl
ou seja

X:@ ol :@ngzﬂolg
N \0B. ), N2RT 2RT’

que é inversamente proporcional a T, como desejado.

Exercise 75 (8.9-14) Temos que
_ o (01
Xs =N \0B. )

2RI
T NI

e ja calculamos que

B. T,

de modo que
2RT 2RI
e = —dI + —dT.
NEY TN
Calculamos dT' a partir da equagdo para T em fungio de S e I, dando

2T
N2

2RT 212
dBe_N—Ig <1+N—Ig>dl

dB

dr dl

de modo que
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oL\ _NIg ( , 2° -
dB.)g 2RT NIZ

-1
fold 21

= 1+—) .
Xs 2RT< TN

Exercise 76 (8.9-16) Devemos mostrar que
or\ _ [(oT\ _ [0S\ _ [(9S\ _ 0
OB.)g \0I)g \O0I); \0B.)p

e entao

e, portanto,

sabendo que

o>
U=
2Nx

de modo que

oU 2e
T—(%);EGXI’( )

de modo que é facil ver que

aT\ _ (TN _,
or )¢ \0B.)s

as outras equagoes sendo obtidas de forma andloga.

) MOI




Chapter 4

Processos Reversiveils e o
Teor. do Trab. Max.

4.1 Sétima Aula (16/04,/2008):

4.1.1 Processos possiveis e processos impossiveis:

A fisica possui varias situacoes em que certos fendmenos se tornam bloqueados
quanto & sua ocorréncia na natureza por que, uma vez ocorridos, violariam um
ou mais limites e/ou leis fisicas. Assim, ndo encontramos fenémenos (até agora,
pelo menos) que impliquem velocidades maiores do que aquela da luz, nem
tampouco fendmenos que estejam associados a temperaturas negativas (exceto
em situagoes especificas em que o préprio conceito de temperatura é alterado.)
Estes sao limites que a fisica impoe para a ocorréncia de qualquer fendmeno
natural.

Além dos limites impostos, ha também restrigoes que se dao pelas caracteris-
ticas das leis fisicas. Nao hd, portanto, fendmeno natural que viole o principio
da conservagao da energia.

A termodindmica também possui um principio que seleciona, dentre todos
aqueles fendmenos imagindveis, aqueles possiveis. Tal principio diz que qual-
quer fendmeno termodindmico que imlique em um aumento ou manutenc¢ao do
valor da entropia (supondo-se que tal fendmeno nao viole outras leis fisicas nao-
termodinamicas) é permissivel.

Assim, quando se construiram (a Idade Média é prédiga nisso) mdquinas de
mdtuo perpétuo, tais maquinas nao funcionaram, pois violariam, precisamente,
o principio de conservagao da energia. Da mesma forma, um engenheiro pode
construir uma maquina que envolva partes térmicas e a mesma simplesmente
nao funcionar simplesmente porque nao consegue fazer valer o principio de max-
imizacao da entropia.

(6]
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4.1.2 Processos quase-estaticos e reversiveis:

O principio de maximizagao da entropia se particulariza em varios outros teo-
remas mais especificos na medida em que consideramos diferentes classes de
processos. E interessante analisar como isto acontece. Antes, porém, é im-
portante introduzir ferramentas apropriadas para facilitar nossas andlises dos
fendbmenos termodinamicos.

Uma destas ferramentas é a definicao de um espaco de configuracdo ter-
modindmico. FEsta defini¢do segue de perto aquela dada em mecénica para o
espago de fase mecénico. Como, em mecéanica, as varidveis relevantes sao as
posicoes e os momenta, define-se no A&mbito mecanico um espago de fase em
que os eixos sao precisamente as posicoes de cada uma das particulas envolvi-
das no problema, além de definir outros eixos em que constam os momenta
destas particulas. Feito isso, o estado mecénico de cada uma das particulas
é conhecido quando conhecemos o ponto associado & particula no espaco de
fase (conhecer todos os pontos, portanto, é conhecer completamente o sistema).
Isto se dd, em mecéanica, porque sabendo-se como os momenta variam com as
posigoes, temos uma descricao completa do sistema fisico.

Example 77 No caso de uma particula se movendo sobre um plano sequndo
uma for¢a harmoénica, temos a equagdo da energia dada por
2
p 1 2.2 1 2,2
E=—4 -mwyz” + -mw,y
2m 2 7 2 Y
e assim, as superficies de energia constante neste espago sio (considerando-se

o momentum total p) como mostradas na figura a sequir,

onde consideramos apenas o primeiro quadrante (evidentemente, as curvas
sdo, para cada valor da energia, elipséides em trés dimensoes).

Assim, como dissemos, de modo andlogo em termodindmica, define-se um
espagco de configuragdes termodinamico (melhor néo falar em espago de fase ter-
modinamico, j& que o nome ”fase” tem uma definigdo particular neste campo),
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em que comparecem as varidveis extensivas do problema em questao, consid-
erados todos os subsistemas que estejam presentes. Neste espago, portanto,
pode-se representar uma equagdo fundamental como uma superficie (hipersu-
perficie, no caso de muitas dimensoes) que conecta os varios valores das varidveis
termodinamicas.

Example 78 Veja o caso dos gases monoatémicos simples ideais. Temos uma
equacao fundamental dada por

s=359p+cRIn <£> + Rln (1) ,
Uug Vo

de modo que uma superficie de entropia constante pode ser representada como
na figura a sequir,

que é em tudo similar aquela mostrada anteriormente para o espaco de fase
mecdnico.

Como estamos no a&mbito da termodindmica, em que consideramos as equagoes
fundamentais representando estados de equilibrio, cada ponto do espago de
configuragao representa um estado de equilibrio. Uma curva, neste es-
pago, define um processo quase-estdtico e pode ser encarada como a sucessao
densa de estados de equilibrio do sistema. Isto é uma abstragao matematica,
visto que em situagoes usuais, um sistema termodin&mico ird passar por diver-
sos estados de nao-equilibrio na passagem entre dois estados de equilibrio. Mais
ainda, como nao consideramos estes estados de nao-equilibrio, a andlise feita por
este espago de configuragio termodindmico deixa de fora conceitos importantes,
como taxas de mudanca das varidveis termodindmicas, tempos de relaxacao, etc.
De fato, um processo quase-estitico nada mais é que uma sucessao ordenada
de estados de equilibrio, enquanto que um processo termodinamico real é uma
sucessao temporal de estados do equilibrio e do nao-equilibrio.

De qualquer forma, é possivel fazer com que um sistema, no seu processo de
ir de um estado de equilibrio A, para um outro estado de equilibrio B, passe
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por tantos pontos quantos queiramos de um certo caminho quase-estético (sobre
uma superficie que define uma equagao fundamental). Para isso basta que con-
trolemos os diversos vinculos (paredes) do sistema, controlando a forma como
sdo permissiveis ou nao as diversas varidveis termodindmicas. Com isso, faze-
mos o sistema percorrer qualquer curva que queiramos sobre a superficie quase-
estdtica.

A importancia deste espaco se apresenta, entre outras razoes, porque a iden-
dificagdo de —PdV como o trabalho mecénico e de T'dS como a transferéncia
de calor s6 sao vélidas para processos quase-estéticos.

A tnica restrigdo para que possamos fazer a aproximagdo quase estdtica
do processo real é que nos mantenhamos sempre obedecendo o principio de
maximizacao da entropia. Nos casos em que o estado de equilibrio final tiver
uma entropia maior do que a do inicial, teremos uma transformacao irreversivel;
caso a entropia nao se altere no processo, entao temos um processo reversivel.

Assim, um locus (curva sobre uma superficie) quase estdtico pode ser aprox-
imado por um processo real em um sistema fechado apenas se a entropia é
monotonicamente nao decrescente sobre o locus.

4.1.3 Tempos de relaxagao e irreversibilidade:

Normalmente nao se vai alterando os vinculos do sistema termodindmico de
forma pausada, mas sim de forma lenta. O que entendemos por ’lenta’, en-
tretanto? A denominagdo ’lentamente’ estd, na verdade, correlacionada com o
sistema especifico que estamos considerando: trata-se de uma velocidade com
que alteramos os vinculos que permite ao sistema encontrar sua nova situagao
de equilibrio antes que as varigveis termodinamicas (o ponto no espago de con-
figuragao termodinamico tenha-se afastado demasiadamente daquele onde se fez
a primeira observagao).

No caso de uma expansao adiabédtica de um géds, se puxamos o pistao de
forma muito rédpida, entao geramos no sistema uma série de inomogeneidades e
turbuléncias que impedem que o sistema passe por diversos estados de equilibrio
ao alterar-se. Tal mudanca nao é nem quase-estdtica, nem reversivel.

Entretanto, se puxamos o pistao bem lentamente, damos ao gas que se encon-
tra dentro da cavidade tempo suficiente para ir ajustando sua homogeneidade no
novo volume, de modo que nunca nos afastamos da situagao de homogeneidade
(de equilibrio, considerando-se a varidvel volume). A situacdo de homogenei-
dade ocorre pelos choques que as particulas gasosas realizam entre si e com as
paredes, de modo a retornar a uma situacao de homogeneidade total com alguma
rapidez—algo que estd relacionado com o tamanho linear médio da cavidade e
a velocidade do som, ou seja, com um tempo de relaxacao da ordem de

r=VY3/e,

onde c é a velocidade do som.
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4.1.4 Fluxo de calor: sistemas acoplados e reversao de
processos:

Como exemplo, vamos considerar a situacao de transferéncia quase-estética de
calor entre dois sistemas.

1. No primeiro caso temos uma transferéncia de calor de um sistema 1 para
um sistema 2 que estdo & mesma temperatura. Assim, o processo €, evi-
dentemente, reversivel, visto que a quantidade de calor que flui na diregao
1 — 2 é a mesma que flui na direcao 2 — 1, havendo acréscimo na en-
tropia de um sistema, mas decréscimo na entropia do outro, de modo que
a entropia total permanece a mesma, ou seja, AS = 0;

2. No segundo caso, cada subsistema tem inicialmente uma temperatura Tg
e Tyg, de modo que Tyg < Tyg. Se sabemos as capacidades térmicas Cy (T)
e Cy (T), entdo sabemos que a variacdo de entropia no sistema 1 é dada

por
dQ dTy
dS1 = —=—=0C,(Th) —
1= 1 (T1) T
o mesmo valendo para o sistema 2. A variacdo total de energia e entropia
fica

AU = [0 Cy(T)dT + [, Co (T)dT =0
AS = [7 S@agr + fr Mg
Considerando-se o caso em que tanto C quanto Cy sdo independentes da
temperatura, temos, fazendo a primeira integracao
T, C1T1o + CoTro
f Ci+Cs

e assim, para a variagao da entropia,

Ty Tf>
AS=Ciln|{ = | +Coln| = ).
! n<T1o> 2 n<T20

Para mostrarmos que esta variagao é sempre positiva, basta substituir T’
nesta expressao para obter

TfC1+C2
AS =In———+,
TTS?
de modo que
_ C1Tio + CaTog 1
AS = (Cl + Cz) In Ch 4+ Oy (T01 TCQ) 1/(C1+C2)
10 120

Como a média aritmética (ponderada no caso) é sempre maior do que a
média geométrica (igual apenas quando as temperaturas sdo iguais), temos

que o argumento do logaritmo é sempre maior do que um e, portanto,
AS > 0.
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Essas andlises nos mostram que:

e Mesmo quando o processo ¢é irreversivel, ele pode ser representdvel por um
processo quase-estatico;

e O processo pode ser associado a um fluxo espontdneo de calor para um
sistema mais quente para um mais frio, desde que (a) este fluxo seja sufi-
cientemente lento (condigoes que podem ser ajustadas escolhendo-se uma
parede que tenha resistividade térmica suficientemente alta) e (b) que a
parede que separa os dois sistemas nao altere as propriedades termod-
inamicas dos dois sistemas.

e Finalmente, podemos ver que é sempre possivel diminuir a entropia de
um sistema particular, desde que usemos um outro sistema, a ele acoplado,
cuja entropia seja aumentada de modo a fazer a entropia total ficar igual
ou ser aumentada.

4.2 Oitava Aula: (23/04/2008):

4.2.1 O teorema do trabalho maximo:

O principio pelo qual a entropia de um sistema deve sempre aumentar pode
ser usado para a construcao de mecanismos que realizem trabalho. Geladeiras,
condicionadores de ar, mdquinas a vapor sao exemplos de um tal uso.

Para que se possa construir de maneira eficiente estes mecanismos, devemos
ter trés diferentes subsistemas interligados:

1. um sistema principal, que deve ter seu estado termodinamico alterado de
A para B,

2. um repositério reversivel de trabalho, definido como um sistema delimi-
tado por paredes impermedveis (ndo muda o nimero de moles) e adiabéti-
cas (ndo altera a temperatura) que possua tempos de relaxacdo suficien-
temente grandes para que possamos considerar o processo termodinamico
como quase-estatico;

3. um repositorio reversivel de calor, constituido de paredes rigidas (néo
muda o volume) e impermedveis (ndo muda o nimero de moles) caracter-
izado por tempos de relaxagao grandes o suficiente para que os processos
termodinamicos ali ocorridos possam ser considerados quase-estéticos.

Pela definigao em questdo, temos que deve valer, pelo principio de conser-
vagao da energia
dU +dQrus + AWrws =0, (4.1)

onde dQgrps € a variacao de calor no repositério reversivel de calor (reversible
heat source) e AWgrws € a variagdo do trabalho no repositério reversivel de
trabalho (reversible work source). Esta expressao deve valer porque as variagoes
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de energia no interior do RRC (RHS) ocorrem no sentido de alterar apenas o
calor (por definigdo) e as variagoes de energia no interior do RRT (RHS) ocorrem
no sentido de alterar apenas o trabalho (por definigdo).

Do ponto de vista da variagao de entropia, temos que deve valer

Sy — S + JQRHS - (4.2)

Trus —

uma vez que a variacao de entropia no RRT deve ser nula (variagoes isentrépi-
cas). Mas entdo, juntando (4.1) e (4.2), devemos ter que

AWrws < TrusdS — dU (4.3)

de modo que o maior trabalho possivel corresponde ao sinal de igualdade na
equacdo anterior. Mas nesse caso, termos também uma igualdade em (4.2), de
modo que

dSior = 07

e 0 processo serd reversivel. Isto prova o seguinte teorema:

Theorem 79 Para todos os processos levando um sistema de um estado inicial
a um estado final, a liberagdo de trabalho é mdzima (e a liberagio de calor é
minima) para um processo reversivel. Mais ainda, a liberag¢do de trabalho (e
calor) é idéntica para todos os processos reversiveis.

Podemos, de fato, calcular o trabalho méximo liberado. Uma vez que temos
dU = aqQ + aw,

ficamos (usando o valor maximo apresentado na expressao (4.3),

AWrws = (Tiﬁs> aQ — dU = [1 - TI;{S] (—dQ) + (—aw),

indicando que em um processo infinitesimal, o trabalho méximo que pode ser
liberado para o RRT é uma soma de
e o trabalho (—dW) diretamente extraido do subsistema,;

e uma fragdo (1 — Trus/T) do calor (—dQ) diretamente extraido do sub-
sistema (esta fracdo de calor que pode ser convertida em trabalho em
um processo infinitesimal é chamada de eficiéncia de mdaquina termod-
indmica).

4.2.2 Coeficientes de maquina, refrigerador e bombeador

de calor:

J4 vimos que, para um sistema em que hd um subsistema (primario) quente (h),
um RRC frio (¢) e um RRT (RWS), devemos ter, infinitesimalmente,

(dQn + dWy) +dQ. + dWgrws =0
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as, + =0

dQ.
T.

de modo que o trabalho liberado é algebricamente méximo. Com isso podemos
classificar vérios tipos de mdquinas termodinamicas tteis:

1. A mdquina termodindmica é aquela em que um sistema primdrio quente
tem parte do calor gerado usado para produzir algum tipo de trabalho
(realizado pela maquindria mecénica) e estd acoplado a um repositério de
calor responsdvel por resfrig-lo. Exemplos deste tipo de aplicagao sao as
fornalhas, os aquecedores (de tipo térmico), etc. A medida da performance
é feita pela fracdo de calor (—d@Q)y,) retirada do sistema quente (primadrio)
que é convertida em calor dWgkws. Colocando dW), = 0 na primeira
equacao anterior € ficil ver que devemos ter uma eficiéncia de mdaquina
termodindmica €, dada por

o - Wrws | T.

‘ (*th) Th ’
mostrando que a eficiéncia de uma m&quina termodindmica aumenta a
medida em que a temperatura do RRC diminui. Isto é previsivel, uma vez
que uma baixa temperatura do RRC, comparada com o sistema primaério,
implica numa alta capacidade de transferéncia de calor do segundo para
o primeiro. Evidentemente, se T, = 0 entao ¢, = 1 e toto o calor
produzido pelo sistema primdrio pode ser convertido em calor (ja que

Q. = L= (~dQy) = 0).

2. Um refrigerador ¢ uma maquina termodindmica operada em modo inverso
ao do item anterior. A idéia é retirar calor do sistema frio e, com a
entrada de uma quantidade minima de trabalho, injetar este calor no
sistema quente. Assim, as equagbes anteriores permanecem vélidas, mas o
coeficiente de performance de refrigerador deve ser definido como a razao
entre o calor removido do refrigerador (o sistema frio) e o trabalho que
deve ser realizado pelo maquindrio, ou seja

(_dQc) — Tc .
(—dWrws) Th —-T.

& =

evidentemente, se as temperaturas T, = T, entao a eficiéncia é infinita,
uma vez que nao é necessario qualquer trabalho para fazer a transferéncia
de calor entre um sistema e outro. E intuitivo que a eficiéncia diminua a
medida em que tornamos o0 RRC mais frio com relagao ao sistema quente
(primdrio), uma vez que calor terd que ser transferido usando cada vez
mais forca mecénica para contrariar a dire¢ao de fluxo esponténeo de calor;

3. A bomba de calor ¢ um sistema que se usa para aquecer um sistema jd
quente, extraindo calor de um sistema frio e também extraindo algum tra-
balho de um RRT (remover a porta de uma geladeira e colocé-la em frente
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a uma janela produz tal efeito, ja4 que a geladeira ird tentar ”aquecer” a
atmosfera (um banho térmico, no caso) fazendo com que o calor retirado
da atmosfera, juntamente com a energia obtida da companhia elétrica, seja
jogado diretamente no quarto pelas bobinas refrigeradoras na trazeira da
geladeira. O coeficiente de performance de bomba de calor €, é a razdo
entre o calor liberado para o sistema quente e o trabalho extraido do RRT,
dando
dQ o Th
(=dWrws) Tnh—Tec

Ep =

4.2.3 O ciclo de Carnot:

Em todas as se¢bes anteriores ndo especificamos os processos pelos quais calor e
trabalho sao efetivamente usados para modificar os estados do sistema primério.
Entretanto, sabemos que devemos usar sistemas auxiliares para que essa trans-
feréncia se dé (dispositivos, maquinas, etc.) Para que a andlise que fizemos
anteriormente continue valendo, é necessdrio que os estados iniciais e finais
destes sistemas auxiliares sejam exatamente os mesmos, de modo que tais val-
ores ndo entrem no compto geral das alteragoes de energia e/ou entropia. Assim,
é necessdrio que se realize um ciclo (com respeito as varidveis termodinamicas)
nestes sistemas auxiliares: a este ciclo chamamos o ciclo de Carnot.

Vamos considerar um caso particular em que o sistema quente (primério) e o
sistema frio (RRT) sejam banhos térmicos (frio e quente, respectivamente). Com
isso poderemos fazer uma anilise que nao entrard em detalhes de integragao,
etc e que se dard segundo transferéncias finitas, ao invés de infinitesimais'. O
ciclo de Carnot se dd em quatro passos:

1. O sistema auxiliar que se encontra inicialmente & mesma temperatura do
sistema primério (o reservatério quente) é colocado em contato com este
reservatério e o RRT. Este sistema auxiliar é entao feito passar por um
processo isotérmico (uma expansédo isotérmica de um émbolo, por exem-
plo) de modo a variar sua entropia. Neste processo ha um fluxo de calor
entre o reservatorio quente para o sistema auxiliar e uma transferéncia de
calor ocorre do sistema auxiliar para o RRT;

2. Retira-se o contato entre o sistema auxiliar e mantém o contato com o
RRT fazendo-se este sistema auxiliar expandir adiabaticamente até que
sua temperatura caia aquela do reservatorio frio. Neste caso, mais tra-
balho é transferido do sistema auxiliar para o RRT. A entropia do sistema
auxiliar ndo muda, sendo o processo isentrépico (ocorrendo sobre uma
curva adiabdtica);

3. O sistema auxiliar é colocado em contato com o sistema frio e o RRT e
¢ comprimido isotermicamente de modo a fazer com que a entropia do

1Se os sistemas quente e frio forem RHS, ao invés de reservatérios (banhos), o ciclo de
Carnot deve ser considerado a partir de passos infinitesimais e as consideragoes acima devem
ser feitas a partir de integragdes sobre as capacidades térmicas.
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sistema auxiliar volte ao valor original. No processo ha nova transferéncia
de trabalho, mas agora é uma transferéncia de trabalho do RRT para
o sistema auxiliar, havendo ainda uma transferéncia de calor do sistema
auxiliar para o reservatério frio;

4. Finalmente o sistema auxiliar é comprimido adiabaticamente e recebe tra-
balho do RRT, fazendo com que o sistema auxiliar volte para sua situagdo
original nas diversas varidveis termodindmicas e completando o ciclo. Tal
processo é feito isentropicamente.

Em todo este processo temos que:

O calor retirado do sistema primério (quente) no processo (1) é a drea sob
o grafico, dada opr T, AS, enquanto que o trabalho transferido para o sistema
frio durante o processo (3) é dado pela drea sob o gréfico, dada por T.AS.
A diferenca (T}, — T.) AS é o trabalho liquido transferido para o RRT no ciclo
completo. O coeficiente de performance deste tipo de processo € dado pela razao
entre a transferéncia liquida de trabalho do RRT e a transferéncia total de calor
do sistema primério, dando

Th - Tc Tc

—1_=c
c Ty Ty’

como ja haviamos visto.

As mdquinas reais nunca atingem um ideal de eficiéncia termodinémica,
de modo que os coeficientes jd descritos s@o apenas valores méaximos. Em geral
chega-se a uns 30 ou 40% da eficiéncia termodinamica devido a atritos mecanicos
internos, etc.

4.3 Exercicios do capitulo:

Exercise 80 (4.1-1) Temos um mol de gds ideal (sistema A) & temperatura
T, e volume V,. E temos um mol de fluido de Van der Waals (sistema B) a
temperatura Ty, e volume V. No caso eu questao, sabemos que

AU =AU, + AU; =0
de modo que, como
AUl =cR (Tb — Ta) y AUb =cR (Tf — Tb)

o que implica que
Ty =T,

ou seja, ha uma inversao de temperatura. Para que o processo seja fisicamente
posstvel, temos que ter AS > 0, de modo que

T} RT, — a/vp
= — — ' >
AS =cRIn (Ta)—i—chn (RT(, a/va> 0
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o que dd, finalmente

T, (RT, — a/wp)
In (Ta (RT, — a/va)> =0

e, portanto,
Tb/’l)b 2 Ta/Ua.

Exercise 81 (4.1-3) Temos que
C(T) = DT™"

de modo que calculamos

DT+ T DT
U:/C’(T) dT" = + const., S:/C( )dT: + const.
n+1 T n

mostrando que temos

Dfl/ns(nJrl)/nf (V) ,

D [ng1®th/n . nn+1)/n
n—i—l{ } N

D n+1

uma vez que estamos sempre considerando a capacidade térmica a volume
constante. Ora, temos que escrever (V) de modo que U seja uma fungdo
homogénea linear, ou seja, S — AS e V. — AV devem implicar U — AU. Mas

entao
U= nl—H/nD—l/nsl—&-l/nv—l/n-
n+1
Para calcular o trabalho maximo que pode ser liberado, deixando os dois sis-
temas em uma mesma temperatura, basta lembrar que devemos ter AS =0, de

modo que

As=2
n

Tlnb + T%>1/n
2

[QT}lfTﬁ)sz’B] =0=>Tf = <
e a energia fica

D
n+1

no | m (n+1)/n
AU — 2 ( 10 20) _ T171(,)+1 _ T2’r7(,)+1

2

e o trabalho, dado por Wgrrr = —AU fica

D . . n. | m (n+1)/n
WRRT —_ T10+1 4 T20+1 . 2 ( 10 20)

n+1 2

que, para n = 2, implica em
1

V2

D
WRRT = — {Tfo + T3 —

3 (T120 + T220)3/2] ;

como desejado.
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Exercise 82 (4.2-3) Temos uma expansio livre e, assim, Au = 0. Deste
modo

P
dS = —=dV
T
e como é um gds monoatomico ideal
PV =NRT
de modo que
P _NR
T Vv
e assim NR
dS = —dV
v

e, por integracao,

Vi NR v
AS = —%dV = NRIn ().
v, V n(Vi)

Exercise 83 (4.2-4) Temos agora que
T = Av?/s, P = —2AvIn(s/sg)

e queremos encontrar Ty = Tt (T, vo,vf). Da primeira equagio encontramos
facilmente que

s Tovj

so  Tpvg
Para encontrar a expressio de sy/so em termos das varidveis vo, vy, usamos o
fato de estarmos considerando uma expansao livre, para a qual devemos ter

P
ds = ?dv,
de modo que
_ 2AvIn(s/so)
ds = — A0 s dv

ou ainda

_ds 2.

sln(s/sg) v

Integrando, temos

[y, (_f>

(8/s0)In(s/s0) Vo )

A primeira integral pode ser resolvida facilmente por substituicao: £ = In (s/so),
d¢é = d(s/s0)/(s/s0), de modo que

/%5 =In¢ = ln(In(s7/50)) = In (E)Z

vy
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dando

e, portanto,

Toexpx 2
Ty = 2P o= (wofuy).

Exercise 84 (4.4-1) Temos que C = A+ BT. Calculamos imediatamente

AU = [ Cy(T)dT + [, C (T)dT = A(Ty = Tio) +1/2B (T3 = T4 ) +
A(Ty = Too) +1/2B (T} = Th,) = A(2Ty = Tio — Too) +
128 (273 — T#, — T

Também calculamos

10 20
T2

AS = Aln () + B(Ty = Tio) + Aln (45 ) + B (Ty — Too) =
A (7585 ) + B 2Ty = Tao — Tao) '

Temos que exigir AU =0 por conservagdo de energia. Assim,
AU =0=A2Ty — Tio — Tao) + 1/2B (2TF — Tty — Tsp) -
Substituindo valores, temos
2 x 107%T7 + 16T — [8 (400 + 200) 4 102 (16000 + 4000)] = 0

cuja solugdo fica
Ty =307.1K.

Assim,
307.12

AS =8l (200 % 400

) +2x 1072 (614.2 — 600) = 1.6

87

Exercise 85 (4.4-2) Os dois primeiros corpos possuem capacidade térmica

dada por
C = A+ BT,

de modo que, colocados em contato, implicam em

Ty T,

f 1
AU = Cdr+ | CdT = [BTJ% +24T; — o B (Tt + T50) — A(Tho + T
T1o Tso

0)|
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Temos que A =8 e B =0.02. Além disso, T19 = 400 e Tog = 200. Assim,
AU = 0.02T7 + 16T — 0.01 (400% + 200%) — 8 (600) = 0,

cuja solugdo é
Ty = 307.1067812K.

Pegando o corpo 2 e colocando em contato com o corpo 3, que possui Cs = BT,
temos
T20

T20
AU = / (A+ BT) dT+/ BTdT = BTZQO%BT}fl

23T§0+A (Too — Tf) =0
Ty T30

de modo que
0.02 (200)2 —0.01 (307.11)2 —0.01T%, + 8(200 — 307.11) =0

e assim

—1000.045521 — 0.01T, = 0

que nao possui solucdo real, de modo que nao hd temperatura Tsg que seja capaz
de fazer o corpo 2 retornar a temperatura inicial.

Exercise 86 (4.4-3) Ja feito no corpo do texto.

Exercise 87 (4.4-4) Os dois corpos tém capacidades térmicas iguais que $ao
independentes da temperatura. Assim, a temperatura de equilibrio, pelos cdlculos
feitos no texto, fica

_ C1Tho + CoTy

T _ C(Tw+Ty) T+ T
= -

C1+ Cy N 2C 2 ’

como desejado.
Exercise 88 (4.4-5) Temos que
Cc=A/T.

Assim,

AU:/C(T)dT:Aln (%)

0

Se temos dois sistemas assim, com temperaturas Ty e Tog, entdo ficamos com

T T T?
AU = AUy + AU, = Al —f>+A1 (—f):Al /
! 2 " (Tm " T " T10T%0

de modo que a temperatura de equiltbrio fica, por AU = 0 (conservagio da

energia)
Tf = /110750
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Exercise 89 (4.5-1) Temos que U = (3/2)RT e T,.s = 300K. Assim,

U\ (v
() (%)

Como as temperaturas inicial e final sao as mesmas T = 400K, temos que
AU =0 e, portanto,

AU = ;RAT, AS = Rln

AS =RIn (ﬁ) = RIn2,
Vo

uma vez que Vo = 1073m? e Vy = 2x 1073m3. O trabalho que pode ser liberado
é exatamente esta quantidade multiplicada pela temperatura do RRC: Tyes, pois

WRRT = TresASsubsystem - A[]subsystem = TresASsubsystem = 300RIn2.

Exercise 90 (4.5-2) Temos que PV = RT e U = ¢RT, para um mol. Temos
também que Vo = 1073m> e Vy =2 x 1073m? e Ty = 400K . Sabemos que

e[ (E (5)]

Assim, na expansao isentrdpica, em que ocorre a mudanga Ty = 400K — Ty =
300K, temos a alteragao da energia dada por

AU = ¢R (300 — 400) = —100cR

ao mesmo tempo que temos

400\ “
AS — v (Z2) y@),
S=0=V; <300> )

O trabalho desta etapa é W) = —AU = 100cR. Em sequida o gds é expandido
em contato com o reservatorio e a temperatura é mantida a mesma. Temos
assim AU®) =0, mas

V(Z) V(2)
AS=Rln|—L-)=Rhn|-L-],
V@ v

jd que Vf(l) = VO(Z), como é ébvio. O trabalho realizado é

@)
.
W® =T, Rln | =) ;

vV

Na terceira etapa temos uma compressao do gas adiabatica (até chegar ao volume

Vi = 2x1072m? e a temperatura Ty = 400K ), de modo que devemos ter,
novamente, AS = 0 implicando que

400\“2 x 1073

Rln <%> —Vf(z) =0
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400\ 400\
VO = (=) Vi= (=) 2x107%
/ 300) "7~ \300) ©”
A wariagdo de energia é dada por AU = cR (400 — 300) = 100cR, de modo que
o trabalho é W) = —100cR. Juntando os trés processos, temos

dando

wTotal — ) 4L W@ 4 W =100cR + Tres RIn (2) — 100cR = 300R In 2,
como esperado.

Exercise 91 (4.5-3) Como é uma expansao livre, temos AU =0 e assim

AS =Rln (%) =W =T,AS =300RIn2.
0

Exercise 92 (4.5-5) Volume inicial vy = 0.001m? e temperatura inicial Ty =
400K. Estado final vy = 0.002m? e temperatura final Ty = 400K. A variagio
de energia é dada por

Augys = cR(Ty — Tp) = 0.

Temos ainda

'R T T R
Aspro+ASsys = / = (2 + —) dT =2RIn (—f>+— T; — 300)+RIn2 =0
W5 oo T 150 300 ) 150 (¥ )

Finalmente,

T T 1
= 2+ — | RAT =2(Ty — — (T7 — 300%).
Qrre /300 ( + 150) Rd (Ty — 300) + 300( ¥ —3007)

Usando a equagdo para a entropia, temos que

Ty = 250.33,

que, substituido na equagao segquinte, fornece
Qrrc = —190.4585549

De modo que
WrrT = —Augys — Qrrc = 190.458555.

Exercise 93 (4.5-9) Temos que C1 (T) = Cy (T) = C. Assim,

T2
AU = C (2T — Ty — Tag), AS=Cln | —L—].
T10T20
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Nao hda um RRC presente, de modo que o trabalho mdzimo passivel de ser lib-
erado se relaciona com a condi¢do

AS=0= Tf = /T10T%0

e, portanto,
AU =C (2\/ T10T50 — T10 — Tzo)

e o trabalho fica

2
Warr = —AU = C [\/T2 - \/Tm} .
Se temos C =8J/K, Typ = 100°C' e Toy = 0°C, entdo
TP™ = /373 x 273 = 46.1°C

Tiramos T da condi¢ao de que AU =0 (sem levar em conta AS = 0, caso
em que sabemos que Wrpr é mdximo). Assim,

10040
2

TP = = 50°C.

Finalmente, temos
Wmax g [\/37 - \/273} — 62.3.

Exercise 94 (4.5-10) Temos que C(T) = a/T. Assim,

T2
AU:/Cl(T)dTJr/Cz(T)dT:aln !
ThoT20

e também

Asz/cledm/@deT:_a{i_i_L].

Queremos que o processo seja reversivel para, justamente, gerar o mdzximo de
trabalho (ndo tem qualquer RRC presente, de modo que temos que tirar toda
a energia do proprio sistema e é a entropia total—do sistema 1 somada & do
sistema 2— que tem que se anular). Assim,

2 1 1 2Th0T50
AS=—-a|l—————| =0, Tf=——"
[Tf Tho Tzo] T Mo + T
Mas entao, temos que
2 2
AU =aln 5050

(Tho + T20)? (TroTho)
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Agora, se temos Tig = Tog, entao é 6bvio que AU = 0, como esperado. Se, por
outro lado, temos Ty = 2T1q, entdo

16T 8
AU =aln ——2 _ —gln—
“org xorg ~ Mo
e o trabalho pode ser escrito como
8 9
WRWS = _AUsubsystem =—aln § = alng-

Exercise 95 (4.5-11) Temos Cy (T) = aT e Cy(T) = 2bT e hd apenas os
dois corpos envolvidos e um RRT. Queremos que seja liberado o maior trabalho
possivel. Assim,

AS/C&T(T)dT+/CZT(T)dTa(Tleo)JrQb(TfTZO)0

de modo que
aTyo + 20150

a+2b
e o trabalho mdximo liberado vem do cdlculo de

AU:/C’l (T)dTJr/C2 (T)dT:%a(sz—Tfo) +b(T7 — T)

f:

de modo que

b (anO + aTzo — 2@T10T20 — 2bT220 + 2bT20)

AU = —
v a+2b

e o trabalho fica

b (aTlO + CLT20 — 2aT10T20 — QbTZZO + 2bT20)
a+2b

Exercise 96 (4.5-12) Temos que N = 1. Sabemos que

_ T\ vy —b Ty
ASRIH[(Ti) vi—b]+01nT00

(3)" (22 -

TC+eR _ vi —b f TeRTC
f - ’Uf . b [ 0

WRgrrT =

cuja solugdo é

e, portanto,

e assim,
1/(cR+0)
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Exercise 97 (4.5-13) A capacidade térmica é C constante e hdé um RRC pre-
sente. Assim

AU =C (Tf — Ty), Ascm<%).
0

Usa-se o reservatorio de calor para ceder trabalho para o reservatdério de trabalho.
Neste caso, temos que

WRRT = Tres ASsubsystem - AUsubsystem-
Assim, ficamos com
o Tres
WRRT - TresC’hl TO -C (Tres - TO) .

Exercise 98 (4.5-14) E uma aplicacdo do exercicio anterior. O ambiente é o

reservatorio que estd a 5°C = 278K. O sistema, dgua, estd a uma temperatura
de 90°C = 363K. A capacidade térmica molar é dada por C = 75J/moleK.
Assim, para um mole,

Wrrr =278 X 751n (%) —75(278 — 363) = 812.6J

Temos, entretanto, 1Kg de dgua e precisamos saber quantos moles hd mesta
massa de dgua: temos

1mol moléculas <« 18g/mol
n <+ 1000g

de modo que temos n = 55.56. Assim, o trabalho total fica
Wgrrr = 812.6 x 55.56 = 45148.12J
Exercise 99 (4.5-16) Se colocarmos os trés corpos juntos, temos que

AUZC(Tf—T3)+C(Tf—T2)+C(Tf—T1)

T}
Aszom<%ﬂﬂ>zq

Ty = YT ToTs

de modo que

e assim,
E%M:Cp3ﬂﬂﬂfm+ﬂ+ﬂﬂ.

Exercise 100 (4.5-17) Temos dois corpos com capacidades térmicas dadas
por
C=A+2BT.

FEstes corpos estao a temperaturas Tig = 200K e Too = 400K
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1. Pergunta-se a temperatura de equilibrio minima & qual eles podem ser
levados. Para isso basta calcular

T2
AS = Aln (T ! > + 2B (2T — Ty — Tag) = 0.

10420

Sabendo-se que A =8J/K e B=2x 1072J/K?2, ficamos com

2

T
Aso:xsml J 2

25

+ Tf*24:0

80000

cuja solucdo fornece Ty = 292.97K.

2. O maior trabalho fornecido ao RRT é dado por
—AU = A(2Ty — To — Tao) + B (2T} — T1y — T3,) = 679.36.J.
Exercise 101 (4.5-18) As equagdes de estado sdo
T = As/v'/2, P =T?/4A0"/?,

onde A é uma constante. Estado inicial Ty e Vy. FEstado final To e V5. RRC a
temperatura T, (T. < Ta) com capacidade térmica

Cy = BT'/2.

As equacdes de estado permitem calcular
—-1/2 Lo 3 L2 172
du=Tds — Pdv=A| sv dS—ZSU dv | =d §ASU ,

de modo que
w =g+ (4/2) s>v™1/2,

Com isso, podemos calcular a varia¢do na energia do sistema como sendo
A
_ 2, —1/2 2,,—1/2
Au = (82112 — 570 ,

onde
— 1/2 — 1/2
S1 = A 1T1’Ul/ y S9 = A 1T2U2/ y

de modo que

1 2 2
Ausys = ﬂ (T2 Vo — Tl Ul)
Com o0s dados, podemos calcular a variacdo na entropia no subsistema

Asgys = A7 (TQU;/ 2 Tl 2)
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e com a capacidade térmica, é possivel avaliar a variacao da entropia no RRC
como sendo

Ty p1/2
Asgrro = B / ——dT = —2B (T;/ - Tj/2>
T. ’

de modo que
S =7 (11017 <2 12 <o,
de modo que

- 1 12 1/2 ?
Ty = {Tﬁ 2AB (T2V2 nh )]

Para o RRC, temos ainda

T

Qrrc =B / i = 28 (T;”/ 2 T3/2> .

3 J c
T.

A menor quantidade de trabalho serd
Wgrrr = —Augys — QRRC-
Exercise 102 (4.7-1) Temos que
s=RIn[(v—"0)(u+a/v)]+s), uw=cRT—ajv

Considere o processo indicado na figura 4.1:Para o processo AB, temos que

Figure 4.1:

AT =0 e, portanto, Au = a/vy — a/vg, = a (Vp — Va) /Upva. Também temos

ASAB = Rln[(Ub — b) T}f] — Rln [(’Uu - b) T}f] = Rln (;)b _ll))) ’

O trabalho liberado no processo é dado, portanto, como

WAB = ThAS— Au = Tthn <Ub _b> —G/Ua —i—a/vb.

Vg — b
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No trajeto BC' estamos sobre uma isentrépica, de modo que As = 0, implicando

que

: , Tn\*
(vFC =) TS = (vy — b) Tj; = vf< = (v — b) (?h) +b

enquanto que Aupc = cR (T, — T¢) — a/U}BC + a/vy. O trabalho fica

Wgec = —Aupc = —cR (Th — Tc) + CL/U}BC - CL/Ub-

No trajeto C'D temos que T = T, e obtemos rapidamente que Aucp = fa/’u?D+

a/U}BC, O volume U?D pode ser calculado lembrando que a linha DA é uma
isentropica, de modo que nela, devemos ter

T c
CD __ _ h
vy = (vg —b) <_Tc> +b

e assim,

o= [ O (22))

e o trabalho fica dado por

Va

—b
WCD:TCRln( b) —a/vfC +a/vfP.

Vp —

Por fim, no trajeto DA, temos compressao adiabdtica com As = 0, Aups =
¢R(T. — Tw) — a/va + a/v§P, de modo que o trabalho fica

WPA = —cR(T, - Ty) + a/ve — a/v§P.
O trabalho total fica

W =Wyp+Wpec+Wep +Wpa = [T;LRln <%Z%Z> —a/vg + CL/’U(,} +
{fcR (Th — Te) + a/vfC — a/vb} + [Tchn <2°;2> —a/vf + a/v?D} +

UVp —

[—CR (T. — Th) + a/v, — a/ngD}

dando

Vg — b

W = (T — T.) Rln (”b b) .
Note agora que Asap = Rln (ﬁ%ﬁ) e, portanto, Qap = Tp,R1n[(vpy — b) / (ve — b)].

Assim, temos que
w _ Th - Tc

Q Th ’

que é a eficiéncia de Carnot.
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Exercise 103 (4.7-2) Temos agora um cilindro com radia¢do eletromagnética.
As equagdes sdo

U=bVT* S= %bVT?’,

que jd colocamos em termos da temperatura para tornar a andlise mais simples.
Na primeira parte do ciclo Vi — Vi, Ty, fizo. Temos

AU =0T (Vg —Va), AS= ng,f’ (Ve — Va)

de modo que

WAB = ThAS — AU = *%T;‘f (VB - VA) .

Na seqgunda parte do ciclo temos Vg — Vo e T, — T, mas é alteragdo isen-
trépica. Assim, AS = 0 implicando que

4 4 \°
VT3 =2bVeT23 = Ve =22 ) V,
3 cle 30V n=Vc (Tc) B

e o trabalho fica
Wae = —AU = bVeTt — bVpTy = bVeTy (T. — T},) .
Na terceira parte do ciclo, temos Vo — Vp, T, fixo, dando
AU =b(Vp — Vo) T2
Entretanto, Vp estd no mesmo adiabat de V4, de modo que

4 4 T} 3
—DVpT3 = =bVuTP = Vp =Vy [ =—
3 D1L¢ 3 aly, = Vb A(Tc>

e, assim,

AU = bT.T? (Vs — Vp).
A wariag¢do de entropia nesta parte fica
4, 03 4, 03
AS = ngc (Vp —Ve) = ngh (Va—VpB)

de modo que o trabalho na terceira parte do ciclo fica

Wep =T.As — AU = %T,?TC (Va—Vg).

Finalmente, na dltima parte do ciclo, temos Vp — V4 e T. — Ty, de modo que
AU = bVAT) —bVpT = bV (T), — T.) T3

e AS =0. O trabalho fica

Wpa =bVa (T, — T.)T3.



98CHAPTER 4. PROCESSOS REVERSIVEIS E O TEOR. DO TRAB. MAX.

O trabalho total fica

J;'T’% (Ve = Va)| + [WVBT (T — Th)]
STST, (Va — V)| + [0Va (Th, — T.) T?]

dando 4
W = ngg (T. —Ty) (Vg — Va)

de modo que

W 4301 (T, = Th) (VB = Va)  Th — T
-Q  —ABVTE(VE-Va) T,

como desejado.



Chapter 5

Formulacoes alternativas

5.1 Nona Aula (30/04/2008):

5.1.1 O Principio de minima energia:

Pode-se usar o principio de entropia médxima para se obter uma série de im-
portantes resultados na teoria termodindmica. Entretanto, a termodindmica se
caracteriza, mais do que outras dreas da fisica, por ter seus problemas grande-
mente simplificados em funcao da escolha particular das varidveis importantes.
Assim, uma descricdo em termos do principio de entropia méxima, ainda que
adequada em principio, pode ser do ponto de vista pratico inttil, ja que o prob-
lema pode se tornar tao complexo que sua solugao fica indisponivel.

Ja mencionamos anteriormente que o principio de entropia maxima é equiv-
alente ao principio de energia minima. Assim, eventualmente, um problema
formulado a partir do principio de energia minima pode se tornar muito mais
simples do que se formulado a partir do principio de entropia maxima, mesmo
que estes principios sejam teoricamente equivalentes'.

Ja estudamos o espago de configuracao termodindmico e sabemos que de-
vemos escrevé-lo a partir das varidveis termodindmicas extensivas. Assim, por
exemplo, se temos um problema no qual vale a equagao fundamental

u = Bs5/211_1/2,

entdo podemos expressar essa equagdo como a superficie mostrada na figura a
seguir (onde fizemos B = 1), onde também apresentamos o plano u = 20 de
energia constante. A curva que é o resultado da intersec¢ao do plano u = 20

1 Algo semelhante ocorre quando tentamos resolver certos problemas em equacdes diferen-
ciais parciais; se o problema tem, naturalmente, simetria esférica e tentamos resolvé-lo em um
sistema de coordenadas cartesiano, a solugao pode se tornar tao complexa a ponto de nao con-
seguirmos resolvé-lo. Na mecanica cldssica temos também situacdo similar: podemos langar
mao das formulagoes de Lagrange, Hamilton ou Newtoniana, dependendo de quais varidveis
(coordenadas generalizadas, coordenadas e momenta generalizados ou diagrama de forgas) sdo
as mais simplificadoras. Esse fenomeno, em termodinadmica, atinge graus muito maiores.

99
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Figure 5.1: Grafico da superficie de energia para a equa ¢ao fundamental apre-
sentada no texto. Também é mostrado o plano que define a energia livre u = 20
constante.

com a superficie mostrada no gréfico fica dada por (B = 1)

s = 20%/5p1/5

e pode ser representada como na figura a seguir.Este tltimo gréfico nos diz que,

Figure 5.2: A curva que representa a intersecgdo entre o plano de energia con-
stante u = 20 e a superficie de energia para a equa ¢ao fundamental apresentada
no texto.

para uma energia u = 20 (constante), e volume variando entre 0 e 10, o maior
valor da entropia se dé para v = 10.
Este mesmo problema poderia ter sido resolvido olhando-se para a equagao
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fundamental tomando-se a entropia como varidvel dependente, de modo que

s — B2/52/5,1/5

o que dd uma superficie como a mostrada na figura a seguir, em que também
apresentamos o plano s = 2.5.Neste grafico, para uma entropia constante e igual

Figure 5.3: Gréfico da superficie de entropia para a equacao fundamental ap-
resentada no texto. Também é mostrado o plano que define a entropia s = 2.5
constante.

a 2.5, temos a curva (B =1)

u = 2.55/2¢71/2

que é representada graficamente como na figura a seguir.Assim, para uma en-
tropia constante e igual a 2.5, a energia minima que nosso sistema pode possuir,
para o volume molar no intervalo (0, 10] é obtida em v = 10.

No primeiro caso saberemos que o equilibrio estard dado pelo ponto de max-
imo da curva que d4 a entropia em termos do volume (u constante), enquanto
que no segundo caso saberemos que o equilibrio termodinamico estard dado pelo
ponto de minimo da curva que fornece a energia em termos do volume molar (s
constante). Assim, os dois principios a seguir sdo totalmente equivalentes:

Theorem 104 (Principio da Mdxima Entropia) O valor de equilibrio de
qualquer pardmetro interno nao restrito é tal que maximiza a entropia para um
dado valor da energia interna total.

Theorem 105 (Principio da Minima Energia) O valor de equilibrio de
qualquer pardametro interno nao restrito é tal que minimiza a energia para um
dado valor da entropia total.
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Figure 5.4: A curva que representa a interseccao entre o plano de entropia con-
stante s = 2.5 e a superficie de entropia para a equacao fundamental apresentada
no texto.

Proof. (informal)Até agora, entretanto, ndo demonstramos a equivaléncia
destes dois principios fundamentais. Para fazé-lo, considere uma situacao em
vale o principio de médxima entropia e em que o sistema estd em equilibrio, mas
(por contradigdo) a energia interna ndo ¢ minima. Poderfamos entdo retirar
energia do sistema em forma de trabalho mantendo a entropia constante e,
depois, fazer esta energia voltar para o sistema na forma de calor. A entropia
do sistema iria aumentar, uma vez que dQ) = T'dS e o sistema iria voltar para a
sua situacao original de energia. Entretanto, o sistema na posicao final teria uma
entropia maior do que aquela da posicao inicial; ora, isso é uma contradigao,
uma vez que supusemos que o sistema estava em equilibrio e que valia o principio
de méxima entropia. Assim, o principio de méxima entropia implica aquele de
minima energia. Devemos ainda mostrar que o principio de minima energia
implica o de maxima entropia, o que faremos nos exercicios. B

Proof. (formal) Do ponto de vista formal, considere que vale o principio da
méxima entropia, ou seja, que vale, para o equilibrio de sistemas termodindmicos

@ =0e @ <0
oV Ui ovz), '

Vale a pena lembrar que o significado da derivada (05/0V),; representa a vari-
acao da entropia com relagao & varidvel extensiva que se encontra livre para
variar, mantendo-se fixa a energia, que é exatamente o conteido do principio da
méxima entropia. Agora temos que calcular a derivada da energia em funcédo
de V (a entropia constante, como dito no principio de minima energia) para
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mostrar que ela deve representar um ponto de minimo?. Assim,

(a_U) N I (@) _0o
v /g (%)V v )y ’
mostrando que U, de fato, possui um extremo exatamente no ponto onde S o

possui.

Para mostrar que este ponto é de minimo, calculamos a derivada segunda
de U para obter [fizemos P = (8U/0V)]

(5v2), = (ov).~ (&), (). (&),

PUN _p(oB\ (9PN _(op
o), "\eu ), " \av ), \av ),

uma vez que temos, no ponto, P = 0. Mas entao

ou ainda

(82_U) :{i (R } _ @a%qlfz:_;p@>o
Vs V| Ehv]fs & V(%) v

de modo que P =0 é um ponto em que U é minima. M

E importante ressaltar que estes dois principios fornecem duas formas difer-
entes de se chegar ao equilibrio. Devemos sempre lembrar, entretanto, que
qualquer que seja o modo pelo qual o equilibrio é obtido, o estado de equilibrio
final do sistema satisfaz ambos os principios.

Em capitulo anterior, mostramos que o equilibrio térmico entre dois sistemas
deve se dar quando ambos estiverem & mesma temperatura. Fizemos isso, en-
tretanto, usando a representacdo de entropia. Podemos fazer o mesmo usando

2 A relacéo

- as
s (%)
U ) x

pode ser demonstrada da seguinte maneira: temos, pela suposi¢do do teorema de minima
energia, que a fungdo S = S (U, V, N) é constante. Assim, temos que

as=(50) w+(5) ave(gr) av-o
U )y N vV J)un ON/)yv

e colcando dN = 0, chegamos a

(). ().~ ().

onde o termo (OU/AV)g4 € a entropia constante por ter sido essa a nossa suposi¢ao desde o
inicio. Ficamos, entdao, com a expressao final

awy _ (),
o).y,

s

<8U> (8%),

X )s

@|Q:
<[

Q‘J|Q3
[S1[)
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a representacdo de energia. Assim, temos que
_ 717 1 1 (1) 2 2 2 (2)
U—U()(S(),V(),{Nj })—i—U()(S(),V(),{Nj })

Sabemos os valores de todos os volumes e nimero de moles e eles nao variam,
visto que os sistemas sao rigidos e impermedveis; a energia total também nao
muda, visto ser o sistema fechado. Assim, a varidvel a ser computada ¢é a
entropia. Podemos fazé-lo assumindo que o estado de equilibrio minimiza a
energia, de modo que qualquer variagao infinitesimal dela dard zero, ou seja,

dU =TMas® + 73qs@ =,

desde que tenhamos uma entropia total fixa (esse é o principio de minimizagao
da energia). Mas entdo, temos que

S =80 483 ¢qs =0,

de modo que
dst) = —ds®

e, portanto,
dU = (T<1> - T<2>> dsW = o

dando
T =73,

exatamente como quando usamos a representagao de entropia.

5.1.2 Transformagoes de Legendre:

Tanto na representagdo de energia, como na representagdo de entropia, as var-
idveis independentes sao sempre tomadas como sendo as varidveis extensivas
do problema. Os parametros intensivos sao sempre concebidos como conceitos
derivados. Esta situacao estd em conflito com as préticas de laboratério em
termodinamica, nas quais geralmente se torna mais facil controlar as varidveis
intensivas do que as extensivas (de fato, instrumentos para a medigao da en-
tropia nao existem, enquanto que instrumentos para o controle da temperatura
s@o usuais).

Assim, interessa que sejamos capazes de reescrever todo o formalismo ter-
modindmico usando um ou mais parametros intensivos como varidveis indepen-
dentes. Vejamos como isto pode ser feito.

Example 106 Considere a equacao fundamental
u(s,v) = Av=2exp (s/R),

toda ela escrita em termos das varidveis extensivas v e s. Suponhamos que
queremos escrever esta equacdo em termos da varidvel intensiva P (pressaio).
Se escrevermos

¥ (s,P) =u— (—Pv) = Av—2exp (s/R) + Pv, (5.1)
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observamos imediatamente que, se eliminarmos v desta expressdo, poderemos
chegar ao nosso resultado. Ora, sabemos que

ou

5 =P

)
de modo que ficamos com

P =2Av"3exp (s/R) = 2u/v

Temos, entdo, duas equacoes

Y (s,P) = wu+Pv= ng
u = Av2exp(s/R)
Mas, entdao,
o [2Aexp(s/R)]M
= 5 ,
chegamos a

3
v (s, P) = 5P (24)" exp (s/3R)
que é uma fungdo apenas de s e P. Note que

o
o~ "

como seria de se esperar da expressao (5.1). Por que usamos o termo (—Pv)
como forma de eliminar a varidvel v? A resposta é simples se nos lembrarmos
que temos

du =Tds — Pdv.

Assim, se colocamos
Y =u+ Pv

e diferenciamos, ficamos com
dy = du+ Pdv + vdP = (T'ds — Pdv) + Pdv + vdP = Tds + vdP,

indicando que a nova varidvel independente é P, ndao mais v.

Do exemplo anterior, portanto, concluimos que se temos uma fungio Y (X, Xo, ..

que pode ser expressa em forma diferencial como

dy =Y F;dX;,
J

oY
Fi= (a—xj)xk ’

onde

)
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entao, se queremos escrever nosso formalismo em termos da varidvel F, por
exemplo, basta escrever

Y (X1, Xo, oo PRy ) =Y (X0, X, ) = FrXk,
uma vez que, assim, obteremos, por diferenciagao

dp = dY — FrdXg — XgdFyx = Y, FjdX; — FxdXg — XgdFy
=Yk FidX; — XxdFi

de modo que a fungao 1 passou a ser escrita em termos do parametro F como
varidvel independente. Note ainda que

o\ X
(8Fk) e

Estas transformagoes nos permitem definir uma série de fun¢oes importantes
em termodindmica, chamadas de potenciais termodindmicos, que passamos a es-
tudar em seguida. Fica-se, entretanto, com a impressao de que hd um caréter
arbitrdrio na definicao da funcgao 1, obtida pela adigao de um ou mais termos a
equagao relativa a fungao Y, de modo que podemos nos perguntar se essa fungao
é representativa de sistemas termodinamicos da mesma forma que a funcdo Y
supostamente era. Da mesma maneira que podemos passar da representagao na
energia para a representagao da entropia, havendo uma reescrita do principio
para a nova varidvel (que passa de “minimo de energia” para “mdximo de en-
tropia”), também no caso geral de uma transformagio de Legendre, na mesma
medida que hd uma alteracao na fungao termodinamica, ha pari passu uma al-
teragdo no principio que a ela corresponde (minimo, maximo, etc.) de modo
que, a fungdo mais o principio a ela associado mantém a validez da descri¢do
termodinamica que a nova fungao enseja—este tépico serd o assunto tratado em
todo o capitulo 6. Apenas como ilustragdo, podemos definir a fungdo potencial
de Helmholtz a partir da substituicao da entropia pela temperatura na equagao
fundamental para a energia livre, ou seja, a partir da equacao

F=U-TS§,
de modo que

dF = dU — TdS — SdT = (TdS — PdV + pdN) — TdS — SdT
— —SdT — PdV + udN

e, para este potencial, temos o principio de minimizagao: o valor de equilibrio
de qualquer pardmetro interno nao restringido em um sistema em contato di-
atérmico com um reservatdrio térmico minimiza o potencial de Helmholtz sobre
o conjunto de estados para os quais T =T", sendo T" a temperatura do reser-
vatorio. Vejam, portanto, que o conteido do principio mudou conjuntamente
com a mudanca da defini¢do da fungao.
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5.2 Deécima Aula (05/05/2008):

5.2.1 Os Potenciais Termodinamicos:

Os potenciais termodinamicos podem entdo ser definidos em termos de qual
escolha fazemos para a troca da(s) varidvel(is) extensiva(s) pela(s) intensiva(s)
correspondentes. Note que devemos sempre trocar as varidveis extensivas pelas
intensivas correspondentes, ou seja, S < T, V < P, N; < pj. Isto pode ser
visto a partir dos desenvolvimentos anteriores, uma vez que estamos sempre
procurando alterar a forma do termo diferencial I;de; (I; é varidvel intensiva,
e; é varidvel extensiva), de modo que sempre devemos incluir o termo —Ije;
de modo a obter a diferencial — (e;dl; + Ijde;) e assim passar de Ijde; para
—€jdlj.
Temos, portanto:

1. Reresentacao de Energia:

(a) A energia livre de Helmholtz: substituicao em U [S,V, N] de S por
T, dando H [T, V, NJ;

(b) A entalpia: substituicio em U [S,V, N]de V por P, dando F'[S, P, NJ;

(c) A energia livre de Gibbs: substituigdo em U [S,V, N] de S por T e V
por P, dando G [T, P, N|;

2. Representagao de Entropia:

(a) A funcgdo de Massieu na temperatura: substitui¢do em S [U, V, N| de
U por 1/T, dando My [1/T,V, NJ;

(b) A fun¢do de Massieu na pressao: substituigdo em S[U,V,N] de V
por P/T, dando My [U, P/T, NJ;

(¢) A fungdo de Massieu na pressdo e na temperatura: substituigdo em
S[U,V,N]deU por 1/T e de V por P/T, dando Myv [1/T, P/T, NJ;

E facil mostrar que hd dependéncia entre algumas fungoes de Massieu e
os potenciais definidos na representacdo de energia. Assim, para a funcdo de
Massieu na temperatura, temos

ST -U F
My [1/)T,V,N]=8-U/T = -
U[ / ? I’ ] / T T
enquanto que para a funcao de Massieu na pressao e na temperatura, temos
1 P 1 P U—-ST+ PV G
Muv {??N} =SV =T

Note ainda que se tentarmos trocar todas as varidveis extensivas por varidveis
intensivas, a solugao é identicamente nula, devido & equagao de Euler. De fato,
na troca de todas as varidveis extensivas, terfamos a transformacao de Legendre:

f=U-TS+PV—puN=0.
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5.3 Exercicios do Capitulo:

Exercise 107 (5.8-1) Achar a equagao fundamental de um gds monoatémico
na representacdo de Hemlholtz, de entalpia e de Gibbs. Na representacdo de

entropia temos que
U c Vv N —(c+1)
Uo Vo) \ No '

Note, entretanto, que temos que ter a equacao ma Tepresentacao de energia.
Assim, invertemos esta equagdo para obter

N (e+1)/c Vo 1/c S — S,
() (7))
1. (Hemlholtz) A partir desta representacdo de energia, temos que a repre-
sentacao de Helmholtz é dada por

S=Nsg+ NRIn

F=U[T|=U-TS

e como
U U

89S  ¢NR
¢NRT \°© K l —(e+1)
CN()RT() VE) NO

P vare- o () (£) (2],

2. (Entalpia) Agora temos

T

de modo que ficamos com:

F=cNRT —TNsg— NRT'In

dando

H=U[P|=U+PV

com U U
P—_= _ =
ov Vv
de modo que
HI[S,P,N]|=cPV + PV

e temos que eliminar a varidvel V. Usando a expressdo para a energia,

temos
E c % (e+1) o S-S, B E
Us) N PUTNR ) TV

PV \“ (N “’*”ex S—5\ W
PocVo) \N P\UTeNR ) TV

ou ainda
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£ c % c+leX S*S() B E c+1
B) N PUTNR ) T\ v

e eliminando V' encontramos H [S, P, N].

de modo que

Exercise 108 (5.3-2) Van der Waals é dado por
s=RIn[(v—"0)(u+a/v)]+ so

de modo que

_ e

u= (1)—711))1/° exp [(s — so) /cR)

Temos que f(T,v) =u—Ts, com

B ou\ u+ajv _a
T——(as>v— R = u= v—i—cRT.

Agora,
f= —% 4+ (c—1)RTIn[(v — b) (cRT)"].

Exercise 109 (5.3-3) Para a radiag¢do temos
g Apyagsjagnga
3
de modo que

4/3
U= (—> p=1/3g4/3y/-1/3 _ (,g4/31/—1/3

1. Para a representagdo em entalpia, temos (nao hd dependéncia em N ):
H=H[S,P|=U+ PV

com

Assim,

de modo que

Com este resultado, podemos escrever

U = aS43y-1/3 — 4,54/3 (%)71/4 pl/ag—1/3 _ 31/4,3/4pl/ig
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Assim, ﬁcamos zinalmente com
HIS, P] = -3Y4a%/4p1/4g
) 3 )

calculos similares valendo para as outras representacoes.

Exercise 110 (5.8.5) Temos que
S =a(NVU)/?

e queremos escrever o resultado na representacdao de Gibbs. Assim, temos que
primeiro escrever
S3
U= ﬁW
e lembrar que
G=G[T,Pl=U- ST+ PV,

com

U oU
T=5s P=—.

Assim, ficamos com
S? S3
T=30yy P=iyye

e temos que eliminar U, S e V' com estas equagoes. Note que

i_iE:S_NTZ _NT3
T2 93 S - 98P’ - 8148P2
de modo que
NT3
U=
96P

e assim,

_ NT® B NT? n NT?®  NT?®

98P 93P  81BP  81BP’

Precisamos ainda calcular os coeficientes termodindmicos. Para calcular a =

(T, P) temos que encontrar uma relagio entre Ve T (e P) para fazer a
derivacdo

G

=L (2)

Ora, ja encontramos tal relagao, de modo que

1 NT?

a(Tvp):vz;?ﬂsz

0 mesmo valendo para outros coeficientes.



5.3. EXERCICIOS DO CAPITULO: 111

Exercise 111 (5.8-6) Temos que H[S,P,N|=U + PV, com

S = A(NU+BV?)"?

aS? — BV?

U=—x
com oU 23V PN
P:_ - = — V:—'
(av)SN N = 23’

Assim,

aS? — V2 aS?  P2N
H—TJrPV—TJr 13

que é o resultado desejado. Calculamos V' por diferenciacdo simplesmente re-

conhecendo que
OH PN
v=(35) =55
OP )sn 28

Exercise 112 (5.8-7) Temos que

como jé havia sido obtido.

H=AS?’N"'In(P/P)

e desejamos calcular C, (T, P). Uma boa representagdo, portanto, seria aquela
de Gibbs, que jd é dada em termos destas varidveis P e T. Assim, devemos ir
para esta representa¢do fazendo

G=H- ST,

eliminando S e H usando

- . NT
T <¥>m = 245N~ (P/Po) = 2H/S = § = ooy s ps
Assim, ficamos com
NT?
—_— = — 2 _1 =TI A (PP
GIT.PN] = —H = —AS'N"n(P/R) = = 55y

Agora sabemos que

o (PG _ (95 _ N
r=\or?), \oTr), 24l (P/P)

Também podemos calcular kKt e . De fato,

o _L(OVN __1 (G
" vi\er), v\er2),
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ao L(OVY _ 110 (0G
“v\er), Vvi|er\or),|,

Com estes resultados, podemos usar que

2
C,=C,— TV« ’
KT
ja obtido no capitulo 3. Assim, temos
N _ NT?[2+In(P/R)]

C =, =
P TAm(P/R) T T APPAVIS (P/Ry)

B NT
~ 2PAV In? (P/P)

de modo que
N +2T

Cy=—r7—"75~-
Y 2AIn (P/Py)
Exercise 113 (5.3-8) Temos que

F = —NkgTln (e P 4 ¢Ft)

e queremos a representacdo em termos de entropia. Para tanto, considere o
calculo de

9(BF)
=F+
2 ¥55
onde B =1/kgT. Temos que
oF OF dT OF 1 OF oF
ﬂ——ﬂ——— ﬁz—:———:——:TS.
0B oT dg kpp® oT Bkp 0T oT
Assim
F+ﬁ— =F+TS=U,

op

por defini¢do. Assim,

eue P + ggePed]

U=N e_ﬁau + e—ﬁad

Exercise 114 (5.8-10) Devemos encontrar a equag¢io fundamental de uma
mistura de gases ideais na representacdo de Helmholtz. Assim, Para uma mis-
tura, temos

T
SZZNjSO-i- ZNjcj Rln(?o>+NRln< ) RZNln—
J J
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U= {> Njc;|RI.
J

Devemos substituir S por T como varidvel independente: F [T, V,{N;}| =U —
TS. Note que ja temos U como funcao de T, N, de modo que jd estd eliminada
a varidvel U em termos das novas varidveis. Por outro lado, S também jd estd
dado em termos de T, de modo que ficamos simplesmente com

FIT,V,AN;}) = (3, Nje;) RT-
T{%, Niso+ (X, Nye ) Rin (&) + £, NjRIn (35 ) = RS, Nyn 5¢ }

que pode ser escrita como

F[T,V,{N;}] = ZNJ‘RT{CJ [1 —In (Tzoﬂ —so/R+1n (N‘j/vo)}

J

e, portanto,

FIT,V AN} =3 F[T,V.Nj).

J
Exercise 115 (5.8-12) Um sistema obedece a relagdo fundamental
(s — s0)* = Avu®.
Precisamos calcular o potencial de Gibbs G [T, P, N]. Temos que
uw=Bv 2 (s — s)?
e, portanto,
T =2Bv "% (s—sy), P=1/2Bv=3/?(s—sy)>.

O potencial de Gibbs fica

g=u—(s—89) T+ Pv+ soT

e precisamos eliminar s, v e u em termos de T e P. Note que

Pl T
72~ 8B" Y~ 5aB2p2
e assim
T T T2 T3
(5 —s0) = —1/2 ~ 9 - 2
2Bv—1/ 2B8BP 16B2P
Finalmente
SBp TS T4
u=2hB =

T 7 T2 162B4P2 32B2P
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de modo que ficamos com

T4 T4 T4 T4
= — P =
9= 39p2p ~ 16B2P | © 16B2P% _ 32B2P
e, portanto,
TN
= 32B2P°

Exercise 116 (5.3-13) Temos que u = (3/2) Pv e P = AvT*. Assim, con-
cluimos que

971/4
% PA—U] , gAvT3Av[

3 Ap2] 34
S o

2

de modo que
3 11/4 3\ ~3/4
ds = [iA} 2y Ay + <§> AV 4120344y = od (U1/2u3/4>

onde a é alguma constante irrelevante para nossos interesses. Assim

s = av'/2y3/*

e, portanto,
u= 684/31}72/37

sendo esta a equacio fundamental. Para obter a representacdo em termos do
potencial de Gibbs, lembramos que

g=u—"Ts+ Pv

com

— _@ — 2584/3U—5/3 T — @ _ é581/3v—2/3_
3 ’ 3

Os

Temos que eliminar s, v e u. Tomando

ii (2/3)ﬁ84/3,uf5/3 - 33

TE T (/3) e 2T

ou seja,

Entao
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Assim,
4/3 —2/3
AN 5 P 64 3P2
“44(5)% l()ﬂ ~ 97
de modo que
64 4P 256 3P2 128 ;P2 64 P2
B 9ﬁ ﬁ ﬁ 7T Td

Exercise 117 (5.3.14) Temos que (U—i—u)f = Y(T), onde f = f[T,V].
Temos ainda que C, = b (v) TY?. Ora, sabemos que

of A ds\
== (), =~ (&), - oor

Assim,
*f “1/2 1
(W)v__b(v)T =>b(U)—v+a,
uma vez que sabemos que f =Y (T) /(v+a). Mas entdo ficamos com
Y 1/2 _ 45
s =TTV =Y (T) = 5T +dT +e,

onde d e e sdo constantes arbitrdrias. Para calcular o trabalho liberado, basta
lembrar que
of

1
— —g=>g=—— (271/2 )
3T s=s v—i—a( +d) + const

de modo que

o7 +d  o1? 14
v t+a vo+a
Exercise 118 (5.4-2) Temos que

1 1
s[t]-s- Lo

S =

Podemos calcular lembrando que S = BU3/*V/* de modo que

13 1,14 14 _ 3 1/4
T= 4ﬁU Vit =UY* = 46TV .
Assim,
3\* 3 1/3\°
S = ﬂ bt T3V3/4V1/4 _ —ﬂU_1/4UV1/4 N e ﬂ4T3V
4 4 4 \4
ou seja,

RIORION
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Chapter 6

Principios Extremos
Transformados:

6.1 Décima Primeira Aula (07/05/2008):

6.1.1 Os principios de minimizagao para os potenciais:

Ja vimos que as transformagoes de Legendre s6 sao termodinamicamente rel-

evantes porque, na medida em que alteramos a fungao associada a equaga
fundamental introduzindo um ou mais novos termos, devemos ter, igualmente,
a alteragao do principio de maxi-minimizagao. Assim, para cada uma das trans-
formagdes de Legendre, ou seja, para cada um dos potenciais termodinamicos,
iremos ter um particular principio de minimiza¢ao ou maximizagao.

Energia Livre de Helmholtz:

Na energia livre de Helmholtz fazemos a consideragao

para passar de uma representagao em termos de S, V, N para uma em termos de
T,V,N. Ora, o tinico ganho que podemos ter nesse tipo de artificio matemaético
se d4 se estivermos em uma situacao em que a varidvel para a qual mudamos
(no caso a temperatura T) for constante’. Uma situagio assim ¢ aquela em que
temos nosso sistema composto (de dois subsistemas, por exemplo) conectados
a um reservatério térmico. De fato, neste caso, o principio de conservagao da
energia nos dé
U+ U" = const.

sso equivale totalmente ao caso das transformacdes de Legendre em mecanica cldssica.
Ali tentamos encontrar uma transformacao de Legendre que nos leve a situagdo onde temos
um nimero maximal de constantes de movimento, diminuindo assim o nimero de integragoes
que devemos fazer para obter as equagdes de movimento.

117
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de modo que
dU+U")=0 (6.1)
e o principio de minima energia implica que
& (U+U") =d?U =0,

onde estamos assumindo que o reservatdrio é grande o suficiente para nao sofrer
alteragoes de segunda ordem no processo. Lembrando que o principio de min-
ima energia vale apenas para situacoes em que a entropia estd sendo mantida
constante, temos também:

d(S+S")=0.

A expressao (6.1) implica nos termos (além daqueles referentes as outras
varidveis termodinAmicas extensivas)

TWas® + 7@ 5@ y1rasm = TWds® 72 gs@ 7 [dsm +dS@| =0

de modo que obtemos
T — 72 —_ 7

representando o equilibrio térmico do sistema composto com o reservatdério.
Assim, podemos escrever a expressdo (6.1) como

d(U+U") =dU +T"dS" = dU — T"dS =0

que é quase a expressao da energia livre de Helmholtz em formato diferencial
(sendo que difere desta pela aparigdo da temperatura T" e ndo T em geral).
Entretanto, como estamos numa situagao em que esta temperatura é mantida
fixa, exatamente pelo uso de um reservatorio térmico, podemos escrever

d({U+T"S) =0,

que pode ser considerada a energia livre de Helmholtz, desde que estejamos
considerando apenas os estados associados & temperatura T". Assim, chegamos
A expressao

dFF =d(U—-TS) =0,

que é a expressao de um ponto critico. Entretanto, sabemos que
U =d*(U~-T"S) >0,

uma vez que os termos relacionados com o reservatério nao influenciam neste
dltimo resultado. Assim, temos também d?F > 0, implicando que devemos
ter um minimo. O resultado desta anédlise é o principio de minimizagdo para o
potencial de Helmholtz.

Theorem 119 O walor de equilibrio de qualquer pardametro interno nao restrito
em um sistema em contato diatermo com um reservatério térmico min-
1miza o potencial de Helmholtz deste sistema sobre o conjunto de estados para
os quais T =T .2

2Colocamos o complemento “deste sistema” para explicitar o fato de que o potencial de
Helmholtz nao representa a parte relativa ao reservatério térmico.
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Podemos entender facilmente este resultado. Da equagdo (6.1) temos que
a variacao da energia no sistema composto deve ser compensada pela variagao
de energia no reservatério. Entretanto, temos que dF = d (U — T'S) e o termo
T" (—dS) representa a variacao de energia do reservatério (pois 7" =T e dS™ =
—dS). Assim, com o termo TS (supondo a existéncia de um reservatoério),
estamos “retirando” a parte relativa ao reservatério da energia, mantendo ainda
o0 seu cardter minimo.

Minimo de Entalpia:

Todas as consideragbes acima feitas podem ser igualmente estendidas para os
outros potencias termodindmicos sobre idénticas condigoes. No caso da entalpia,
consideramos um reservatdrio de pressio (que ird manter a pressdo constante).
Temos, portanto,

dU+U")=dU - PdV"=dU+ P"dV =d(U+P'V)=0
de modo que
dH = 0.

Ainda, uma vez que P" é uma constante e V & uma varidvel independente,
devemos ter

d’H = d* (U + P"V) = d*U > 0,

de modo que vale o principio:

Theorem 120 O valor de equilibrio de qualquer pardmetro interno nao restrito
em um sistema em contato reservatério de pressao minimiza a entalpia
deste sistema sobre o conjunto de estados para os quais P = P".

Minimo de Entalpia:

Agora temos um reservatério que mantém fixas a temperatura e a pressdo (um
sistema termodinamico em contato com a atmosfera, por exemplo)

dU+U")=d(U+T"dS" — P"dV") =d(U —T"S — P'V) = dG = 0,
de modo que
dP?G=d*(U~-T"'S—P'V)=d*U >0

e ficamos com o resultado:

Theorem 121 O wvalor de equilibrio de qualquer pardmetro interno mao re-
strito em um sistema em contato com um reservatério de temperatura
e pressao minimiza a energia livre de Gibbs deste sistema sobre o conjunto
de estados para os quais T =T" e P = P".
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6.1.2 O Potencial de Helmholtz:

Para um sistema composto em contato com um reservatério térmico, o estado
de equilibrio minimiza o potencial de Helmholtz para os estados que possuam
temperatura constante e igual aquela do reservatério. Existem muitas situacoes
préticas em que os processos termodindmicos ocorrem sob situagoes relacionadas
com reservatorios térmicos. Assim, processos que ocorram em recipientes rigidos
e diatérmicos na temperatura ambiente sao particularmente afeitos ao uso da
energia livre de Helmholtz. Como este potencial é uma funcao natural das
varidveis T', V' e {N;}, a condicdo de que T é uma constante reduz o nimero
de varidveis do problema e F' se torna uma funcio apenas das varidveis V e
{N;}. Em um problema no qual deve haver equalizacio das pressoes entre dois
subsistemas (ambos ligados a um reservatério térmico & temperatura T") temos
que as equagoes procuradas sao

pm (Tr,v(1)7 {Nj(l)}) — p®@ (Tr7v(2)7 {NJ@)}) 7

que é uma equagao com uma varigvel a menos (a saber, T", que é constante)—
de fato, uma varidvel apenas, visto que o nimero de moles é suposto constante
também. A outra equagao representa a restrigdo no volume total, e é dada por

VO 4+ v =V = const.

de modo que podemos encontrar a solucio completa em termos de V1) ¢ V(2
Note que a pressao s6 pode ser obtida jd em termos da temperatura porque
estamos utilizando a representacao do potencial de Helmholtz, para a qual

pU) — (3_F> ,
Vi ) (wuy
com F[T",V,{N,}].

Uma outra caracteristica importante é que o potencial de Helmholtz nos
permite apreciar apenas o sistema composto, sem levar em consideragao detalhes
relativos ao reservatoério térmico. Além disso, esse potencial, como veremos mais
adiante, simplifica de modo impressionante os calculos de mecénica estatistica.

Para um sistema em contato com um reservatério térmico, o potencial de
Helmholtz pode ser interpretado como o trabalho disponivel & temperatura con-
stante. De fato, para um sistema capaz de realizar trabalho que esteja em
contato com um reservatorio térmico, temos

AWrws = —dU —dU" = —dU = T"dS" = —d (U —= T"S) = —dF,
de modo que o trabalho liberado em um processo reversivel por um sistema em

contato com um reservatério térmico é igual & diminui¢ao da energia livre de
Helmholtz do sistema (dai o nome “energia livre”).
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6.1.3 A Entalpia:

Para um sistema composto em interagdo com um reservatorio de pressao, o
estado de equilibrio minimiza a entalpia sobre o conjunto de estados que possuem
a mesma pressao constante do reservatério. E mais raro encontrar, em situacoes
préticas, condigdes termodindmicas que envolvam pressdo constante (algo que
pressuporia, no mais das vezes, um sistema em contato com o ambiente) sem
haver troca de calor.

A entalpia pode ser interpretada como um “potencial para o calor”. Da
forma diferencial

dH =TdS +VdP + Y p;dN;,
J

fica evidente que um sistema em contato com um reservatério de pressao e que
seja impermedavel implicard

dH = TdS = dQ

de modo que: calor adicionado ao sistema a pressao constante e com os out-
ros parametros extensivos do sistema (néo incluidos S e V) aparece como um
aumento na entalpia.

6.1.4 O Potencial de Gibbs:

Para um sistema composto em interacao com um reservatério tanto de pressao
como de temperatura, o estado de equilibrio minimiza o potencial de Gibbs sobre
o conjunto de e stados & temperatura e pressao constantes e iguais aquelas dos
reservatorios.

O potencial de Gibbs ¢ uma fun¢éo natural das varidveis T, P,{N,} e, em
casos em que T' e P sdo constantes, reduzem os problemas & obtengao dos {N; }.
Sao inumerdveis os processos que ocorrem tanto a pressao, quanto a temperatura
constante.

O potencial de Gibbs de um sistema de muitas componentes é relacionado
aos potenciais quimicos dos componentes individuais. De fato,

G=U-TS—PV=> N,
J

de modo que, para um sistema monocomponente, temos

N

Como vimos no capitulo II, as rea¢ées quimicas sao uma aplicacao natural do
potencial de Gibbs, justamente porque em geral acontecem em contato (pressao
e temperatura) com o meio ambiente. Nestas reagdes, temos

0= Zl/jAj,
J
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onde v; sao os coeficientes estequiométricos da reacao. Como as mudancas nos
numeros de moles devem ser proporcionais aos coeficientes estequiométricos,

temos que
dN1  dNs dN3 .
V1 - Vo - Vs - o
de modo que
dN; = vjo.

Em uma reacao quimica conduzida a pressao e temperatura constantes, ficamos
com
dG =« E vip; =0,
J
ou seja, temos imediatamente uma equagao

Zujuj =0. (6.2)

Se escrevermos {N JO} como os valores iniciais dos nimeros de moles, entao nos
novos valores serao
f _ a0 )
N i = N J + 14 7 Q.

Os potenciais quimicos pj a0 fungoes de T', P e do nimero de moles, ou seja,
do unico pardmetro a. A solugdo da equacdo (6.2) para « determina a com-
posicao de equilibrio do sistema; o tnico critério de aplicagao do procedimento
é que nenhuma das quantidades N, ]f se torne negativa (ja que néo é possivel ter
—3 moles de Ha, por exemplo). Para representar esta condi¢ao ou critério de
aplicacao, usa-se a nogao de grau de rea¢do. O valor méximo de « para o qual

todos os {N ]f } permanecem positivos define a extensao méxima da reagdo. Da

mesma forma, o valor minimo de « para o qual todos os Njf permanecem

positivos representa a extensao m#xima da reacdo reversa. O valor real de a em
uma situagao de equilibrio deve estar em algum ponto entre estes dois extremos.
O grau de reacdo, representado por ¢, é definido como

Q@ — Qpin

)
Il

Omax — Omin

Assim, é possivel que uma solucédo algébrica de (??) fornega a que é maior que
Qmax ou menor do que amin; nestes casos, o processo € finalizado pelo valor
associado ao fim de um dos componentes (0 que terminar primeiro). O valor
de « fisicamente relevante, entao, serd amax OU amin. Neste caso, ainda que a
equagdo (?7?) ndo seja satisfeita (pois o termo da esquerda nunca atinge o valor
zero), ele certamente atinge o menor valor absoluto acessivel ao sistema.



Chapter 7

As Relacoes de Maxwell:

7.1 Décima Terceira Aula (09/06/2008):
7.1.1 As Relagoes de Maxwell:

J& vimos que ha diversos parametros fisicos de interesse representados por
derivadas primeiras entre varidveis extensivas e pardmetros intensivos, de paramet-
ros intensivos entre si, etc. Tais derivadas tém sempre a forma

ox
oY Zw

e, dado o grande nimero de potenciais termodinamicos (U, S, F, H, G), var-
idveis extensivas (U, S, V, N) e varidveis intensivas (T, P, p), o respectivo
nimero de tais varidveis é enorme.

Felizmente, o nimero de tais derivadas que podem ser consideradas inde-
pendentes é bem restrito, sendo, de fato, em nimero de trés apenas. Escolhido
um conjunto de trés independentes, todas as outras podem ser obtidas destas.
A maneira de se obter todas as outras em funcdo destas trés independentes
escolhidas é precisamente o que passaremos a investigar.

Muitas destas relacoes se devem & imposicao de continuidade das derivadas
segundas. Por exemplo: sabemos que a continuidade e bom comportamento da
energia livre U implica que

U 0PU
950V — avas’

mas tal relagao implica também que

0 (aU\_(or\ _ (op\ 0 (ov

ov\as) \ov S)N_ oS V)N_&S’ v )’
onde os indices representando as varidveis que permanecem fixas decorrem do
fato de que, na representacao de energia livre, as varidveis independentes sao,

123
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precisamente, S, V e N e a derivada mais externa (sendo parcial) determina as
varidveis independentes que estao sendo mantidas fixas. Esta iltima relagao é,
de fato, um protétipo de igualdades chamadas Rela¢des de Mazwell.

Tais relagoes podem ser obtidas diretamente das equagoes para os potenciais
termodinamicos. De fato, considere um potencial termodindmico ¥ qualquer
escrito em forma abstrata como

dY = adA + BdB + vdC,

temos imediatamente que

(@)= () ()= (a) ()= (@)

obtidas pela segunda derivada exatamente da mesma maneira que fizemos an-
teriormente. Podemos ver isto, por exemplo, para a igualdade do meio, fazendo

PT (o) _ #T _(da
0A0C  \0A Bci 0COA  \oC AB
Assim, conhecendo a forma diferencial do potencial termodindmico, podemos
imediatamente obter as relagoes que ele gera. No entanto, todas estas relagoes
s@o igualmente validas, independentemente da representagao (de qual potencial

termodinamico) estejamos considerando, visto que, no processo de cdlculo, o
préprio potencial é eliminado do resultado final.

O leitor estd, portanto, convidado a realizar mentalmente as operacoes necessérias

para obter todas as relagoes de Maxwell que apresentamos a seguir para cada
um dos potenciais termodinamicos.

UIS,-V,N] S,V (g_\:C)SN:_(g_g)V,N

dU =TdS — PdV +pdN  S,N  (85)5, = (%),
V.N- - (g_zj\jf)s,v - <%>S7N

F[-T,-V,N] v (%)T,N = (g_g)V,N
dF = —SdT = PdV +udN TN —(8%),, = (%),
ViN 7(3_11\7)@\/: (%)TW

HI[S,P,N] S, P (g_g)S,N = (g_‘S/’)P,N

dH =TdS +PdV +udN SN (35)s, = (%),

PN (g_x)s,P: (%)S,N
G[-T,P,N] r - (%)T,N - (g_‘:;)P,N
dU = ~SdT + VP + udN T,N —(85),,= (%)PN
PN (g_X)T,P: (%)T,N
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Exercise 122 Fuaca agora os mesmos cdlculos para os potenciais termodindmi-
cos (nao hd um nome especifico para eles):

U[Sviuiu]7 U[*T,*‘/,*,U], U[Svpvilu“]

H4 todo um mecanismo mnemonico para estabelecer estas passagens sem
que seja necessario a realizagao de cdlculos. Este é o tema da préxima secao.

7.1.2 Diagrama Termodinamico:

No livro texto (Callen) é apresentado um método mnemonico para a obtengao
das relagoes de Maxwell. Este diagrama é baseado em um quadrado que leva em
conta as varidaveis S, T, V, P, mas ndo as varidveis e N (por dimensionalidade:
para levé-las em consideracao, seria necessario algo como um cubo, geometrica-
mente falando). O método ¢é interessante e deve ser estudado cuidadosamente
pelo aluno. Aqui apresentamos um método auxiliar, que julgamos mais simples
e que envolve todas as varidveis termodinamicas (extensivas e intensivas).
O método consiste em escrever o potencial termodindmico na forma

s_(a B~

A B C
onde, na linha superior, apresentamos as varidveis dependentes e na inferior
as independentes conjugadas (as independentes devem ser apresentadas com

os respectivos sinais, exatamente como nas expressoes jd calculadas). Assim,
terfamos, por exemplo,

S P
F[T,V,N](_T -V ]/\L/')

de modo que obtemos, imediatamente
oS B oP
a(=v)) \oa(-T)

o8\ _(op
oV T7N7 oT V7N'

Note que as varidveis mantidas constantes sao determinadas pelas varidveis in-
dependentes (linha inferior): como a derivada da esquerda é em termos da var-
idvel independente V', mantemos T e N constantes, como a derivada da direita
¢ em termos da varidvel independente T', mantemos V e N constantes. Como
sabemos que todas as representacoes a serem utilizadas tém como referéncia a
representacao de energia livre, é sempre muito facil saber quais sao as varidveis
independentes, as dependentes e os sinais.

ou seja,
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Example 123 Imagine que queremos saber relacionar a derivada

or
WV ) gn

com alguma outra derivada. Entdo, tal derivada tem que ter vindo de uma

relagao
T P u
s vV N’

para que possamos, inicialmente, fazer a derivada de T com relagdo a V e
manter as varidveis S e N constantes (S, V e N sdo, assim, as varidveis inde-
pendentes). Note-se, entretanto, que esta é a propria representacao da energia
livre, de modo que devemos escrever, de fato,

T P pu
S -V N )

com o sinal de V' trocado. Assim, fica claro que a derivada que procuramos é

_(ory  _(of
WV )sn NS/, 5

de modo que ficamos com

ory  __(or
ov S)Ni oS V,N'

Note, entretanto, que esta nao é a unica possibilidade, pois também poderiamos

ter
T P N
S =V —u
(e mais nenhuma outra), onde notamos o sinal negativo de pu que se deve ao

fato de estarmos sempre considerando a representacdo de energia livre como a
que determina todas as outras. Para esta configuracao, ficamos com

<6T ) B (8P>

oV S oS Vi

que poderia ter sido obtida da anterior apenas pela troca de N por p, jd que
nenhuma destas varidveis encontrava-se sendo variada pelas derivadas.

Example 124 Considere o problema anterior, mas agora procuramos as re-
lagcdes de Maxwell associadas a
(o)
or P,N
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S V pu
-T P N
(em que sabemos que T deve vir com o sinal negativo e P com o positivo pela

comparagdo imediata com a expressao para dU: sempre que trocar as varidveis
conjugadas o sinal deve mudar com rela¢io & expressao de dU) de modo que

(v (98
or P,Nﬁ op T,N

_ (3_‘/) _ (@)
oT P oP T
O leitor, evidentemente, deve escolher, apés estudo cuidadoso, qual destes

métodos lhe € mais facil de utilizar: o aqui apresentado ou aquele que pode ser
obtido do livro texto.

Neste caso, teriamos

e, imediatamente,

Um procedimento para redugao de derivadas:

Jé que as derivadas em que estamos interessados sao dependentes entre si, é
necessdrio utilizar um método que nos capacite a obter umas em termos de
outras. Uma possibilidade é a seguinte:

Criterion 125 De todas as derivadas de primeira ordem, apenas trés podem ser
independentes e qualquer derivada pode ser expressa em termos de um conjunto
arbitrdario das trés escolhidas como basicas. Convencionalmente, escolhemos o
conjunto como sendo

_Cr (95 Va= 2V IR
T \aT),’ —\ar ), "~ \op),"

Proposition 126 Todas as primeiras derivadas (envolvendo tanto pardmet-
T08 intensivos como extensivos) podem ser escritas em termos das segundas
derivadas do potencial de Gibbs, Cp, o e kr constituem um conjunto completo
independente (mantidos os nimeros de moles constante).

Proof. A prova pode ser dada usando a representac¢do de Gibbs, para a qual
temos G [-T, P, N| de modo que

Cp  0°G °G . 0G
R = ap2

T ~oarz T arop

que sao as unicas possibilidades (mantidos os nimeros de moles constantes) de
sequndas derivadas nesta representacio. Ora, como as representa¢oes sGo equiv-
alentes, se estas funcoes sao independentes na representacio de Gibbs, também
0 sao em todas as outras representagoes. M
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A estratégia para se fazer a redugdo das derivadas se baseia nas seguintes
identidades:

), () (3, (),
(), ). (%),

O método entdo consiste nos trés seguintes passos a serem realizados na ordem
em que aparecem:

1. Se a derivada contém alguns dos potenciais, traga-os um a um para o
numerador e elimine usando as técnicas da se¢ao precedente;

2. Se a derivada contém o potencial quimico, leve-o para o numerador e
elimine-o usando a relagao de Gibbs-Duhem dp = —sdT + vdP;

3. Se a derivada contém a entropia, traga-a para o numerador. Se qualquer
uma das relagoes de Maxwell a elimina, use-a. Se as relagoes de Maxwell
néo podem elimind-la, coloque um 9T sobre o 95 (use a equagao 2 acima
com W =T). O numerador serd exprimivel como um dos calores especi-
ficos (ou Cp ou Cy);

4. Traga o volume para o numerador. As derivadas restantes serdo ex-
primiveis em termos de a e K.

5. A derivada original foi expressa agora em termos das quatro quantidades
Cp, Cy, a e kp. Elimine o C, usando a equagao

C, = Cp — Tva? k.

7.2 Exercicios do capitulo:
Exercise 127 (7.2-1) sabemos que
v=vg+a(lT—Tp)+b(P—F)

e queremos calcular a transferéncia de calor dQ para o sistema se o volume molar
é mudado por um incremento pequeno dv = v — vy, 4 temperatura constante Tj.
Ora, para calcular dQQ = TpdS devemos calcular como ds se relaciona com dv a
temperatura constante. Isto é feito simplesmente como

08
ds = <W)T av.

Entretanto, nao sabemos como S wvaria com V', simplesmente por nao termos
a equacao de S. Temos, entretanto, a relacao entre v, T e P, de modo que
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podemos tentar usar as relagoes de Mazwell para modificar a relagido de S com
V' para alguma entre V- e P. Temos assim, usando as técnicas ja estudadas, que

(v )= (), (@),

opP
s = (ﬁ)v dav.

Para calcular o derivada parcial acima, basta derivar implicitamente a equagao
original, lembrando que V' estd sendo mantido constante, ou seja,

de modo que

Ov = Ovg + adT + bOP,

oP\ _ a
ar), b

dQ = TdS = —“—?dv

dando
Assim, ficamos com

Exercise 128 (7.2-3) Sabemos que

av(aT)PT

ao mesmo tempo que

Queremos mostrar que

Usamos

De modo que

ou ainda, ‘
(58)r = % (5 [(FD21) .~ § (8)r -
~lor [T (58) 0} p — % (5B)r =

como se queria demonstrar.
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Exercise 129 (7.8-1) Derivar as equagoes:

TdS NC,dT + (Ta/kr)dV
TdS = NCpdl —TVadP

Para derivar a primeira, escrevemos

0S8 08
TdS =T (ﬁ)vdTJrT (W)Tdv

onde
S P u o a5\ _  [(op _(ov/oT)p  Va _a
-T -V N ov), \or), (8V/oP); —Vkr &1

de modo que

TdS = NC,dT + TTdS =T (ﬁ) dT +
ar ),

T
v,
KT

Para a segunda equagao, temos

0S8 08 0S8
TdS =T <ﬁ)PdT+T <ﬁ>:rdp =NCpdT'+T <ﬁ>TdP.

T P N op),~ \or),”'“

TdS = NCpdl' =TV adP,

Agora

de modo que

como desejado.

Exercise 130 (7.8-2) Sabemos, pelo problema anterior, que

TdS = NCpdl' =TV adP

e entao
oS oP (0V/oT) p
T|—) =NCp-T — =N TV o ~_ /P
(57), = vor-va(57), =xer+TVarrpe
ou ainda )
NC, = NCp+ TVa— " = Nop - TV
— VKT RT
que, dividindo por N, fornece
Tva?

OU:CP_ K?T’

como desejado.
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Exercise 131 (7.3-3) Calcule a derivada (0H/0V)p y em termos das quan-
tidades estandard Cp, o, kp, T e P. Temos que

OH oS OP
(W)m —T(WL,N”(W)T,N'

A primeira derivada pode ser reduzida usando-se

S P ow ) (05 _ (9P
-r -V N oV T,Ni or V,N

e estd ultima pode ser reduzida usando-se

_(@) :(%)p,N: Va o
o )yn  (Fp)ry —VHr Az

Ficamos assim com

OH « OP
(WLNTFV(W)M

e podemos reduzir a ultima derivada facilmente, usando simplesmente que

OP ovy ! .
(W)T,N - (aTv)T,N = (V)™

Temos, finalmente, que

(g—@m = (Ta—1) /&y

Exercise 132 (7.3-4) Queremos reduzir a derivada

v
0s ) p
que pode ser reduzida fazendo
Tou e\ () L (0T | (0s) _ T
s P x 0s)p \0s)p or), Cp

de modo que
o\ _ T
0s P a Cp.

Exercise 133 (7.3-6) Desejamos reduzir

(51),, = w77, - 1
of ) p B (0f/0s)p - [-s (0T'/0s)p — P (0V/0s) p]
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e, portanto,

ds 1
(6‘7) »  ST/Cp+P(dV/ds)p
Para reduzir a iltima derivada no denominador, poderiamos usar as relagoes de
Mazxwell, mas elas nao reduzem a derivada. Assim, fazemos

(OV/s) p = (OV/IT) » (0T /0s) p = VTa/Cp

de modo que ficamos com

s\ __ L _ Cr_ L
of )p  ST/Cp+PVTIa/Cp T S+PVa’
Exercise 134 (7.3-7) Queremos reduzir a derivada

(5.~

Os

A derivada do numerador pode ser escrita

8 3
() -2,
61} s 61) s (g_;’)'u
As derivadas do numerador e denominador nao podem ser reduzidas por relacées
de Mazwell (tente!), assim, usamos

05\ _(ds\ (T _Cr
ow/)p \oT)p\0v)p wval

(85), = (), (), = 5 (8F). = S (= =
C

»

de modo que

on\ _ . % _ Cp
v/, - —Cykr/(Ta)  Cykr’

Temos ainda que resolver a derivada

(), =[5 e (&),

e, portanto,

Oh v vTo v
(E) T+ (0s/0P), =T+ —Cykr r (1 B HTCv> ’

o5y __ Cr
ov h_T(/iTC’vaa)

Ficamos assim com
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de onde podemos usar
C, =Cp —Tva? /Ky

para obter, finalmente,

s\ Cp - Cp
ov),  Tler(Cp—Tva?/kr) —va] T (krCp —Tva? —va)’

Exercise 135 (7.4-2) Temos que

oP oprP
= ()= ().

oP (57)
5= (57), . ),

Assim,

de acordo com alguns resultados do problema (7.8-7), temos que

05\  Cp o8\ _
<W>P ~ val” <8P>V = o/ ()

de modo que ficamos com

Cp
ﬂS = 7 C .
VU RT
Assim, temos que
ﬁ Cp RT
—vBgky = =— = —
s Cy Rs
dando
B = 1
S5 VRS '

Exercise 136 (7.4-83) Temos que, para a expansdo livre,

or P Ta
T = | — = _
= (57) ¥ = (56~ 5w ) ™

Para wm gds simples ideal, temos (mesmo nimero de moles)

v (£ (5))

@ _cNR
or), T

C, ¢NR
T =T = C, =cNR.

Isto implica que

de modo que
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Por outro lado, temos

S P =>—§ __@ _(%)P_ Va . a
-T -V « ov ). oT V_((?—V)T_*VHT_ Kkr’

de modo que ficamos com

ou seja,
o aV
"7 NR
Substituindo estes resultados na expressao inicial, ficamos com
P Ta T T
dl' = — dV = — dV =0.
(CNQR cNQR(aV/NR)) (CNV cNV)

Exercise 137 (7.4-5) Diminuiu-se o volume de um sistema adiabaticamente
em 1%. Devemos encontrar a variacao do potencial quimico. Temos, portanto,

que
o
w=(50),,

A derivada pode ser reduzida a partir de

O\ _ (ZS/NOTHV/NdP\ S (V) V(9P
vV )sn av sxy | N\OT gy N\OV)gy

Tais derivadas precisam ser ainda reduzidas:

(a_v> _ @ oyt
or S,N (g_s')T,N (%)T,N
onde, usando
S P owN_ (98) _(oP
T =V OV )rn \OT )y
e ainda ov
op _ (57) . —Vkr _ kr
o)y (%) B aV o a’
de modo que
vy _ aC,
0 S.N HTT

Agora
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Ficamos com

on\ _S5aC V_Cp
oV SN - N HTT NVCUKT

de modo que

1 [aSC,  Cp
duNKT< = +Cv)dV.

Exercise 138 (7.4-8) Temos que

T [0S
cr=7(57),

Derivando com relagdo aT' com P constante, ficamos com

(o), = o (7)), = lor (30,

que pode ser escrita como

(o), = Lo (57).,

A derivada (0S/0P) pode ser reduzida com a relag¢do de Mazwell

S Vo ox ¢§ __[(9V v
-T P =« or). \or),” "%

Assim, temos

(57), =5 (5r), -5 (), v (5).)
(o), =l (5

A
P(U—l—ﬁ):RT

temos, primeiramente, que, mantendo P constante, chegamos a
1/ 0v Ov 2A
w=ilar), (@),

P (va — 2A/T3) =R

que dd

Assim, tendo que

de modo que

ou
R 2A

*=Po D
de onde se pode calcular a relagdo desejada.
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Chapter 8

Estabilidade de Sistemas
Termodinamicos:

8.1 Deécima Quarta Aula (18/06/2008):

8.1.1 Estabilidade intrinseca de sistemas termodinamicos:
O principio bésico da termodinamica diz que
dS =0, d’S<0 (8.1)

de modo que os estados de equilibrio sao aqueles representados por um méximo
de entropia. Até aqui s6 consideramos a condicao dS = 0. Entretanto, a segunda
condicao, que diz que se trata, em verdade, de um méximo, estd associada
a nocao de estabilidade dos sistemas de equilibrio. Pretendemos, portanto,
considerar a segunda desigualdade anterior para investigar as condigoes nas
quais um sistema termodinamico é estdvel.

Considere dois sistemas idénticos que possuam a mesma equagao fundamen-
tal dada por

e (8.2)
que nao é uma equagao fundamental termodinamica vélida. Esta fungdo pos-
sui um grafico como o mostrado na figura 8.1. Note que se retirdssemos uma
quantidade de energia AU de um dos subsistemas e levdssemos ao outro, entdo
a entropia, que valia 2AS (U, V, N) passaria a valer agora

S(U+ AU,V,N)+ S (U — AU,V, N)

. 2
5 — (NU)2eap ( bUV 4 0.5U )

que, pelo grafico, é maior do que zero! Assim, na passagem de energia de um
subsistema idéntico ao outro para este iltimo haveria um aumento de entropia,
implicando que o sistema todo nao poderia estar em equilibrio. Mas os sub-
sistemas, sendo idénticos, pode ser considerado como um unico sistema e nao
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Figure 8.1: Grafico da entropia em termos da energia (para N e V constantes
N =1, V =5) da equagdo apresentada no texto.

faz sentido dizer, ao mesmo tempo, que o sistema estava em equilibrio termod-
inAmico e que a entropia aumentou em um processo que deveria manter o estado
de equilibrio. De fato, estas inomogeneidades internas sdo uma caracteristica
bésica das transi¢bes de fase e identificam, precisamente, os estados de nao-
equilibrio. A equagao (8.2) nao é uma equagdo fundamental termodindmica
precisamente por apresentar esta regiao para a qual

S({U+ AU, V,N)+ S (U — AU,V,N) > 2S (U, V,N),
precisamente porque uma tal relacao implicaria
[S(U+AU,V,N)—-S(U,V,N)|—[S(U,V,N)—S(U - AU, V,N)] >0
ou ainda (dividindo por AU? e tomando AU — 0)
d%s >0,
e nao a expressao correta para o estado de equilibrio termodinamico apresentada
em (8.1).
Ora, a condicao que deve ser satisfeita, portanto, é
S({U+ AU, V,N)+ S(U - AU,V,N) <25(U,V,N) (8.3)

que, em termos diferenciais, implica

82S>
-~ <0
(aUZ V,N
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Figure 8.2: Construgdo de uma equa ¢do fundamental termodindmicamente
véalida a partir de uma equacao que viola a condigao de equilibrio termodindmico.

Note, entretanto, que esta condigdo é menos restritiva do que a condicao (8.3),
que deve valer para qualquer AU ao invés de valer apenas para AU — 0.
A mesma condi¢do deve valer para todas as outras varidveis extensivas ter-
modinamicas (sobre as intensivas falamos em seguida, mas estd claro que deve
haver condigoes similares, ainda que nao idénticas, uma vez que sabemos existir
condigoes de equilibrio para os outros potenciais termodindmicos que podem,
sabemos, ser expressos em termos de uma ou mais varidveis intensivas.)

Desta equagao fundamental (8.2), que ndo é estdvel em todos os pontos,
pode-se obter uma equagao fundamental termodinamica estdvel por uma con-
strucdo como a mostrada na figura 8.2, onde se tomam as tangentes a curva
para construir uma nova curva (envelope da primeira) para a qual valha sempre
a condigao (8.3).

E interessante notar que, na figura 8.2, apenas a regifio hachurada implica em
inobservancia do principio de méximo da entropia na forma diferencial, enquanto
que toda a regiao que se encontra abaixo da linha reta construida a partir da
tangente a curva viola a condi¢do ndo-diferencial (ou global). A regido entre A
e B, na figura, é dita ser localmente estdvel, mas globalmente instédvel.

Um ponto na por¢ao entre A e C' da relagao fundamental (da linha reta)
corresponde a uma separacgao de fases na qual parte do sistema estd no estado
A e parte dele estd no estado C, como se verd em detalhes no préximo capitulo.

Example 139 Para a equacao fundamental do fluido de van de Waals para um
gds de moléculas de hidrogénio, construa a equacgao fundamental termodinami-
camente aceitavel seqgundo as especifica¢des vistas no texto. Neste caso, temos
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10y 1 5" u=130
5 9
5 0.0005
o L
0,002 0,004
48
-5
000008
10
46

e

44
u=130
42
V
l4'3||||||||||||||||||||||||||||||||
0, 0004 0,0008 00012

Figure 8.3: Construgéo por envelopes para um fluido de van der Waals repre-
sentando um gas de Hs com u = 130.

a equagao
s=RIn[(u+v/a) (v—">)]

onde, para moléculas de Hy valem os valores a = 0.0248, b = 26.6 x 1079,
c=2.5. Assim, firando u = 130, encontramos a fun¢ao

s(v) = 8.3141n [(130 +0/0.0248)*° (v — 26.6 x 10*6)}

cujo grifico estd apresentado na figura 8.3. Na figura também mostramos (no
quadro enzertado) o comportamento da derivada sequnda desta fun¢do s (v) para
indicar em qual intervalo sua derivada segunda se torna maior que zero. No-

tando que devemos ter
0?%s
— | <0
<a/U2 > u o ’

chegamos a conclusao que o intervalo [8 x 1075,5 x 107*| ¢é um intervalo ter-
modinamicamente inaceitdvel para a func¢do. A construgdo por envelopes gera a
curva representada por uma linha mais escura (preta).
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Evidentemente, para o caso geral em 3 dimensoes (em que deixamos variar
tanto U como V) a exigéncia que deve ser cumprida é dada por

S({U+ AU, V+AV,N)+ S(U-AU,V —AV,N) <25 (U, V,N)
que, em formato diferencial, fica agora dada por

0?8 %8 ( 9?8 )

- >
U2 9V?2 ouov 0

Esta uiltima condicao é mais geral do que simplesmente exigir que

32S) (325')
arro S 07 a0 S 07
<aU2 V,N ov? U,N

pois impede também que fora dos eizos coordenados U e V haja violagao do
principio de maximizagao (conhecido como "fluting”).

Em termos fisicos, as condigoes de estabilidade local garantem que inomo-
geneidades nas varidveis extensivas nao aumente a entropia. Na secao que se
segue, iremos tratar destas mesmas condi¢Ges para outros potenciais termod-
indmicos.

Antes de continuar nossa exposigao, ¢ interessante notar que estas condigbes
que vimos estudando implicam restri¢oes nos sinais das func¢oes que caracterizam
o sistema termodinamico (capacidade térmica, compressibilidade, etc.). De fato,
podemos mostrar facilmente que

(ﬁ) L(a_T) N S
ouz ), T2\aU),,  NI?C, ~

indicando que a capaciade molar a volume constante deve ser positiva em um
sistema estdvel (condigdes andlogas valendo para outros observéaveis fisicos).

8.1.2 Condicoes de estabilidade para potenciais termod-
indmicos:
A passagem para as condigoes validas para os outros potenciais termodinamicos

é direta. No caso da energia, por exemplo, sabemos que ela deve ser um minimo,
de modo que deve valer

U(S+AS,V+AV,N)+U(S—AS,V —AV,N) >2U (5,V,N),

onde, como é 6bvio, devemos respeitar as varidveis em termos das quais o dito
potencial é escrito. As condigoes de convexidade local se tornam

0*U  oT 0*U oP
—_— = — > y _— = —— 2 O
052  9S ~ ov?2 oV
ou, no caso geral, para variagoes conjuntas de S e V'
02U 02U 02U \°
— <0.
052 V2 osov ] —
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Esta passagem para a representacao de energia € interessante porque, em
nossos desenvolvimentos, definimos todos os potenciais termodinamicos em ter-
mos da energia. Assim, para o caso de F' [T, V, N], temos que

OF oU
S = —8—T, T = %
de modo que
82_U _ar 1 1

052 — 8S ~ (9S/0T) ~ —(92F/oT?)’

82—U >0= 62—F <0
052 VN 01?2 VN

enquanto que permanecemos com

ov?2 T7N_’

uma vez que a funcao F' nao altera a relagdo com V.
O mesmo método aplicado nos demais potenciais termodindmicos implica
que

indicando que, se

PU_or_ 1 1
852 ~ 95 ~ (88/AT)  — (092G /OT2)
(S
PU  op 1 1

av2 oV (9V/oP)  —(82G/0P?)

2 2
OGN o (ZE) <
o1 P,N - op? T,N -

Se nos lembrarmos da convengao pela qual representamos os diversos potenciais
na forma (para G, por exemplo)

_( S V u
G = ( -T P N ) ’
entao obtemos as regras para a derivada segunda imediatamente, apenas olhando
o sinal da segunda linha. De fato, onde o sinal for diferente daquele encontrado

na representacao da energia, a relagao na segunda derivada muda o sinal, onde
for igual, ela mantém. Assim, imediatamente, de

_( TV n
i = ( S PN >
implica imediatamente que

2 H 9 H
a2 >0, (2= <0.
952 ) oy = oP% ) ¢ \

Uma outra forma de se lembrar destes resultados é simplesmente notar que: os
potenciais termodindmicos sao fungdes convexas de suas varidveis extensivas e
fungoes concavas de suas varidveis intensivas.

de modo que
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8.1.3 Conseqiiéncias fisicas da estabilidade:

Podemos voltar agora a questao que envolve as restrigoes que as condigoes de
estabilidade impéem sobre as quantidades C,, Cp, a e kr. Estas condigbes
podem ser imediatamente obtidas se apelamos para as diversas representacoes
via potenciais termodindmicos. De fato, lembrando que

o= L (OV
= v\epr),

e sabendo que a representagao na qual a derivada partial acima pode aparecer
facilmente é aquela em que temos uma fungao de T, V (e N), escrevemos

0*F OP 1
R = — | — = >
(5%). = (57), =7 20

de modo que obtemos

Kk > 0.

Outras identidades similares podem ser obtidas para qualquer coeficiente
fisico, ndo apenas C,, C'p, a e kT, bastando para isto que se use o potencial ter-
modindmico apropriado, havendo, entretanto, superposi¢des de resultado. As-

sim, por exemplo,
82G) (8V>
) = (55) =-ver<o,
(8P2 T OP )

de modo que novamente obtemos
kT > 0.
E possivel mostrar, de fato, que
Cp>Cy >0

e que
kr > ks > 0,

bastando para isso usar as relagoes

T 2
Cp—Cp=

KT

pois sabemos que k7 é positivo, e ainda

Rs Cy
RT CP



144 CHAPTER 8. ESTABILIDADE DE SISTEMAS TERMODINAMICOS:

8.1.4 O principio de Le Chatelier:

O tema das segundas derivadas nos permite acessar um principio, chamado
principio de Le Chatelier que fornece o conteido fisico do conceito de estabili-
dade de sistemas termodinamicos. O principio de Le Chatelier diz o seguinte:

Theorem 140 Qualquer inomogeneidade que de algum modo se desenvolva em
um sistema deve induzir um processo que tende a erradicar esta inomogeneidade.

Em um recipiente com fluido em equilibrio, se uma determinada regiao do
sistema é aquecida de algum modo, aparece um aquecimento local que funciona
como uma inomogeneidade. O principio de Le Chatelier entdao garante que
haverd um processo de fluxo de calor entre esta regiao mais quente e as regices
mais frias de modo a homogeneizar a temperatura do sistema como um todo.
A varidvel que garante este processo é o calor especifico, que é positivo.

Da mesma maneira, o aparecimento de uma onda longitudinal em um fluido
induz regioes com densidades mais altas e mais baixas. As regides com densidade
mais alta e, portanto, maior pressao, tendem a expandir, enquanto que as regioes
de densidade mais baixa, com menor pressao, tendem a contrair; a positividade
da compressibilidade garante que o sistema responde ao aparecimento da onda
de modo a fazer a pressao do sistema a se homogeneizar novamente.

De fato, para além de causas externas, um sistema fisico qualquer sempre
possui inomogeneidades locais. De fato, do ponto de vista da mecénica es-
tatistica, todos os sistemas desenvolvem flutuagoes locais de modo continuo.
O estado de equilibrio, estatico do ponto de vista da termodinidmica clédssica,
¢ incessantemente dindmico. Neste sentido, a termodinadmica trata sempre
com varidveis que representam valores médios (que é o conceito correlato a
“macroscopico”).

8.1.5 O principio de Le Chatelier-Braun:

Além das alteragoes no sistema que sdo imediatamente causadas pelo apareci-
mento da inomogeneidade, hd também outras alteragoes, apenas indiretamente
causadas, que também contribuem para a retomada do equilibrio. Este é, de
fato, o conteido do principio de Le Chatelier-Braun:

Theorem 141 Qualquer inomogeneidade que de algum modo se desenvolva em
um sistema deve induzir diretamente um processo que tende a erradicar esta
imomogeneidade e também, indiretamente, outros processos que também tendem
a erradicar esta tnomogeneidade.

Proof. Para demonstrar este principio, considere uma flutuacao espontanea
dX { ocorrendo em um sistema composto. De modo direto, havera uma alteracao
no parametro intensivo P, ligado a X; de modo que

oP
f_ 2 xS,
dpP]} = 8de)(l, (8.4)
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entretanto, a variagao dX { também ird alterar o parametro intensivo Py (uma
vez que tais parAmetros também dependem, em geral, da varidvel X;.) Assim,

teremos também
0P,

00X,
Aparecem, entdo, as respostas do sistema, que chamaremos aqui de dX cu-

jos sinais sdo determinados pela minimizacdo da energia (com entropia total
constante). Assim,

dPj = —2dx{. (8.5)

d(U+U™) = (P, —P™)dX] + (P — P;**)dX5 <0
de modo que
dPldXT +dP{dx3 <o.
Como dX| e dXj sao independentes, temos
dPldXx7T <0, dPJdX} <o.
Usando (8.4) e (8.5) chegamos a

OP; 1 OP: 2
0X 0X
A primeira desigualdade implica o principio de Le Chatelier, visto que se mul-

tiplicarmos a equagdo por dP;/0X1, que é positivo por causa do critério de
convexividade, ficamos com

de dX7 <0, de dx; <.

apfdrr® <o,

indicando que a resposta do sistema tende a fazer uma mudanga no pardmetro
intensivo que é oposta aquela que ocasionou a inomogeneidade. A segunda
desigualdade pode ser reescrita se usarmos a relacao de Maxwell

or _ on
00X, 0X,

dx{ (2)1;12) dX3 <0,

de modo que, multiplicando pela quantidade positiva 0Py /0X1, chegamos a
oPy . ¢ 0P,
(220 (i) <

ap{drr® <o,

que mostra que a mudanca no parametro P; devido a resposta do sistema com
respeito as outras varidveis, também ocorre no sentido de eliminar as inomo-
geneidades. Pode-se mostrar facilmente que também devemos ter

na forma

ou

arfdpr;® <o,
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de modo que também os parametros P, referentes as outras varidveis, sofr-
erao alteragoes que tenderao a eliminar a inomogeneidade que foi indiretamente
causada neles pela variagao dX { .
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Transicoes de Fase de
Primeira Ordem:

9.1 Décima Quinta Aula (23/06/2008):

9.1.1 Sistemas de uma componente:

Uma transicao de fase se dd em um sistema termodindmico quando o mesmo,
dependendo da variacao de uma das suas varidveis pertinentes, tem suas pro-
priedades modificadas de modo abrupto. Assim, a dgua solidifica abaixo da
temperatura 273.15K e vaporiza acima da temperatura 373.15K, mudando de
modo evidente suas propriedades estruturais.

Cada transicao de fase pode ser vista como representada pela regiao BHF
linear mostrada na figura ?? do capitulo anterior. Ali, vimos que a equagao fun-
damental nao era termodinamicamente aceitdvel justamente por possuir uma
regido na qual o principio de médximo de entropia néo era valido. A solucdo
foi construir uma equacao fundamental termodinamicamente aceitdvel pelos en-
velopes das tangentes.

Como um exemplo de sistema termomecdnico no qual pode haver uma tran-
sicao de fase, podemos considerar um cano em formato de U invertido no qual
sao colocadas nos seus extremos duas esferas metdlicas de materiais diferentes
e, assim, de coeficientes de expansao térmica diferentes. O cano também possui
um pistao capaz de deslizar em fungédo das propriedades termodindmicas do sis-
tema. A temperaturas T > T, a esfera da direita é maior, empurrando o pistao
para a esquerda; este pistao desce uma altura H. e é equilibrado pela pressao
do gas contido no cano abaixo dele na parte esquerda. A temperaturas T' < T,
entretanto, a esfera da esquerda é maior, e empurra o pistao para a direita;
ele desce a uma altura H; e é equilibrado pela pressao do géds contido no cano
abaixo do pistao. Temos, portanto, duas situagoes de equilibrio que dependem
da temperatura do sistema (um parametro termodinamico).

Se as duas esferas sdo diferentes em tamanho, entao os dois pontos de minimo
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sao localizados em diferentes alturas. De fato, o menor ponto de minimo estard
no lado da menor esfera. Estes dois pontos de minimo poderao ser representados
no potencial de Helmholtz, por exemplo, lembrando que a energia potencial
gravitacional deve estar representada em U, assim como os termos propriamente
termodin&dmicos.

O processo pelo qual o sistema troca de um lado para o outro do cilindro
o seu ponto de equilibrio é dito ser uma transicao de fase de primeira ordem,
induzida pela temperatura (mas poderia ser qualquer mudanga em algum outro
parametro termodinamico). Os dois estados termodinamicos entre os quais hd
uma mudanga de fase de primeira ordem ocorrem em regioes separadas do espago
de configuracao termodinamica.

Por outro lado, se considerdssemos o mesmo problema, mas agora com esferas
idénticas, entao ainda teriamos dois pontos de equilibrio estdvel, cada um de um
lado do cilindro (tomando o ponto mais alto como centro). As alturas seriam
identicas. A medida em que aumentamos a temperatura do sistema, sua pressao
também aumenta e as duas alturas de equilibrio vao-se aproximando do ponto
mais alto (central) até que, acima de uma temperatura T, o pistdo encontra-se
em equilibrio apenas no ponto central. Se invertermos agora o processo, vemos
claramente que ao diminuir a temperatura ou aumenté-la com relacao a T, o
estado de equilibrio tnico bifurca em dois estados simétricos de equilibrio. Este
¢ um exemplo de uma transi¢ao de fase de segunda ordem e a temperatura T,
é dita temperatura critica. Os stados entre os quais uma transicdo de segunda
ordem ocorre sao estados contiguos no espago de configuracao termodinamico.

Inamico

potencial termod

Figure 9.1: Potencial termodindmico com multiplos minimos.

Voltando ao caso das esferas dissimilares, pode acontecer que o pistao esteja
no minimo local & esquerda, que é um ponto de minimo apenas local, nao
global (figura 9.1. Depois de um tempo que o sistema permanece nesse estado,
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a ocorréncia de flutuacoes pode gerar uma flutuacao com amplitude suficiente
para fazer com que o pistao ultrapasse a barreira potencial gravitacional do cano
em U e v4 para o outro lado do cano, assumindo um estado de equilibrio global.
Nesse ponto, o sistema ficard até que uma nova flutuacao o envie de volta ao
ponto de equilibrio local; entretanto, a flutuagdo neste caso tem que ser muito
maior em amplitude e, assim, muito menos provavel. Desse modo, o sistema
ficard muitissimo mais tempo na posi¢ao de minimo global do que na posi¢ao de
minimo local. A termodinamica, como vimos estudando até este ponto, nio se
preocupa com os estados referentes aos minimos locais, interessando-se apenas
pelo sistema ocupando seu minimo global, ja que € esse estado que ele ird assumir
na maioria absoluta do tempo.

Vale, entretanto, considerar, que pode haver em alguns sistemas uma bar-
reira de potencial tao alta entre os pontos de minimo que as flutuagoes com
amplitude suficiente para romper tal barreira serdo por demasiado infrequentes
para que se possa esperar, estatisticamente, que o sistema mude de estado efe-
tivamente. Neste caso, o sistema, mesmo se tratando de minimo local, devera
ser considerado efetivamente em um equilibrio estével (ainda que, teoricamente,
seja um equilibrio metaestavel).

Um exemplo termodindmico poderia ser o caso de um recipiente com vapor
de dgua & pressao de 1 atm e a uma temperatura um pouco acima de 373.15K.
Tomando um pequeno subsistema como uma esfera de volume varidvel que,
em qualquer instante, possui um grama de dgua, temos dois subsystemas (o
recipiente e a ’bolha’) em que o primeiro serve como reservatério térmico do
segundo. A condicdo de equilibrio é que o potencial de Gibbs, G (T, P, N) seja
um minimo. As duas varidveis que sao fixadas pelas condigoes de equilibrio sao
a energia livre e o volume V' do subsistema. Nesse subsistema pode haver uma
flutuagéo no volume (e elas ocorrem de fato de modo continuo e esponténeo).
A declividade da curva que representa o potencial termodindmico em termos da
varidvel extensiva representa um parametro intensivo (no caso a pressdo, visto
que o parametro extensivo ¢ o volume), que age como uma forga restauradora
que leva o sistema de volta a sua homogeneidade de densidade de acordo com
a lei de Le Chatelier. Mesmo assim, pode haver flutuagbes maiores que levem o
sistema a contrair consideravelmente de modo a aumentar muito sua densidade;
nesses casos, temos o aparecimento de pequenas gotas de liquido que vivem por
alguns instantes para logo em seguida desaparecer novamente.

Se, nesse sistema, diminuimos a temperatura gradativamente, o diagrama de
minimos do potencial de Gibbs varia como mostrado na figura 9.2, de tal modo
que, & temperatura T os dois minimos sao iguais. neste ponto temos uma tran-
sicao de fase, visto que ambas as fases, representadas pelos pontos de minimo
distintos, sao igualmente possiveis e irao coexistir no sistema. Se o vapor fosse
resfriado de forma muito gradativa, ent@o o sistema poderia ter permanecido no
minimo que antes era global, mas que se tornou local pela mudancga na temper-
atura. O sistema estaria, entdo, ainda no estado termodindmico anterior. Sendo
um ponto (agora) de equilibrio metaestédvel, qualquer flutuagao espontanea (in-
ternamente) ou causada por perturbages externas fardo com que o sistema
venca a barreira de energia e va para o novo estado de equilibrio estdvel. E
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5
T
Lt

T,
\ﬁ/ T

Figure 9.2: Variagao esquemsdtica do potencial de Gibbs com volume (ou inverso
da densidade) para vdrias temperaturas (77 < Tp < T5 < Ty < T5). A temper-
atura Ty é a temperatura de transigdo (os minimos coincidem). A fase de alta
densidade (minimo & esquerda) é estével abaixo da temperatura de transigao.

G(T,P,N)

precisamente isso que acontece com liquidos que resfriamos no congelador de
nossas geladeiras e que, quando tomamos nas maos, ainda se mostram em es-
tado liquido; percebemos claramente que ao tocar o envélucro, o liquido comeca
imediatamente a congelar, mudando seu estado para o novo estado de equilibrio
estdvel (s6lido). O mesmo ocorre na transi¢ao liquido-vapor, mas a velocidade
com que o fendmeno ocorre nao nos permite visualizé-lo.

liquido sélido

transicdo
de fase gAasoso

Figure 9.3: Minimos do potencial de Gibbs como fun¢ao da temperatura 7'

Toda essa anilise em termos do potencial de Gibbs é interessante porque nos
permite compreender facilmente a questao da coexisténcia de fases no processo
de transicao de fase de primeira ordem. Em um tal processo, o potencial de
Gibbs possui a forma mostrada na figura 9.3, onde estdo mostrados os seus val-
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ores para as mais diversas fases. Note, entretanto, que o potencial de Gibbs
"fisico” € aquele que se constréi com os pontos de minimo ali apresentados, de
modo que sua curva apresenta pontos em que a fase é sélida, passando depois
para liquida e em seguida para gasosa, com sucessivos pontos de descontinuidade
na derivada. Em cada um desses pontos hd uma transicao de fase, como é 6bvio.
Neles deve haver também uma descontinuidade nos parametros termodinami-
cos que representam a declividade da curva (j& que a mesma muda de forma
descontinua). Como o gréfico é de G versus T, temos que deve haver uma de-
scontinuidade na entropia em cada um desses pontos de transicdo de fase de
primeira ordem. De fato, em geral, hd sempre uma descontinuidade em to-
dos os outros potenciais termodindmicos, a menos de coincidéncia, sendo esta
propriedade mesma aquela que define uma transicao de primeira ordem.

Considerando-se os gréaficos 77, vemos que & medida em que aumentamos
a temperatura, passamos pelos pontos A, B,C e D sucessivamente, em que
h& coexisténcia das fases que se encontram separadas pela curva em questao.
Entretanto, no percurso, olhando a figura da direita, vemos que os pontos de
minimo vao-se colapsando um sobre o outro, de modo que no ponto D hé apenas
um minimo. Este comportamento é totalmente similar aquele ja discutido para
o caso do cano em formato de U invertido, representando uma transicdo de fase
de segunda ordem. O ponto D é assim chamado de ponto critico.

9.1.2 A descontinuidade na entropia:

Vimos na se¢ao anterior que, sobre as curvas de mudanga de fase ha sempre
uma descontinuidade no valor da entropia, que é a declividade da curva que
representa a variacdo de G pela temperatura. Sobre qualquer ponto de uma
curva de mudanca de fase, ambas as fases coexistem e as duas fases possuem
exatamente o mesmo valor para o potencial de Gibbs.

No nosso exemplo em questao, a dgua, se a temos na regiao que representa
"gelo” (sélida), entdo podemos ir aumentando a temperatura introduzindo calor
no sistema. Quando a temperatura atinge aquela de fusdo do gelo, estamos
precisamente sobre a linha de coexisténcia das duas fases. Podemos continuar
inserindo calor no sistema, mas esse calor agora deve derreter gelo e também
esquentar dgua liquida que ja existe no sistema. O calor inserido nao aumenta
a temperatura e o que vemos é o aparecimento de mais e mais dgua em estado
liquido, mantida a mesma temperatura, até que todo o gelo tenha sido derretido
(e o sistema percorreu sua trajetéria sobre uma linha de coexisténcia, ou uma
linha de transicao de fase sélido-liquido). A partir do ponto em que todo o gelo
tenha sido derretido, mais calor inserido no sistema ird novamente aumentar a
temperatura, até que um novo ponto de transi¢ao de fase seja atingido.

A quantidade de calor requerida para derreter um mol de sélido é chamada
de calor latente de fusdo e estd relacionada com a mudanga na entropia entre
as fases liquida e sélida na forma

lrs=T {S(L) - S(S):| ,
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onde T é a temperatura (constante) de derretimento (a uma dada pressdo). Em
geral, o calor latente em qualquer transi¢ao de primeira ordem é dado por

{ =TAs.

Se a transigao de fase é entre as fases liquida e gasosa, entdo temos o calor
latente de vaporizac¢do, se é entre as fases sélida e gasosa, temos o calor latente
de sublimacgao.

E importante notar que o método pelo qual a transicio ¢ induzida é irrelevante—
o calor latente é independente disso. Poderiamos aquecer o gelo a pressao
constante ou aumentar a pressao a temperatura constante; de qualquer modo
terfamos o mesmo calor latente envolvido, ou seja, a mesma quantidade de calor
seria retirada do reservatério térmico.

9.1.3 A declividade das curvas de coexisténcia:

As curvas de coexisténcia mostradas na figura 7?7, por exemplo, ndo sdo tao
arbitrarias como pode parecer; sua declividade, dada por dP/dT é totalmente
determinada pelas duas fases coexistentes e tal declividade possui grande inter-
esse fisico. Considere os quatro estados mostrados na figura 9.4, de forma que
os estados A e A’ estdao na curva de coexisténcia, mas correspondem a difer-
entes fases a uma temperatura T4. Da mesma forma temos os estados B e B’
sobre a curva de coexisténcia, mas a uma temperatura Tp. Héd uma diferenca
de pressdo P — P4 que assumimos ser infinitesimal (assim como Pg/ — Pa/) o
mesmo valendo para a diferenga de temperatura Tg — Ty = dT. A declividade
da curva é dP/dT.

estado B

estado A

S
estado A"

Figure 9.4: Quatro estados coexistentes.
Agora o equilibrio das fases requer que

ga =4ga, 9B = 9gp’
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de modo que

gB —gdgA = gp’ — ga’.
Mas

g — ga = —sdT +vdP
a0 mesmo tempo que
gp —gar = —SldT + ’UldP

de modo que chegamos ao resultado

dP s'—s As

ar o —v Av’

onde As e Av sdo descontinuidades na entropia molar e no volume molar asso-
ciadas a transicao de fase. Como temos

{=TAs,
chegamos ao resultado
dP_1¢
dT’ T As’

que ¢é a equacao de Clapeyron. A equagao de Clapeyron inclui em si o principio
de Le Chatelier.

9.2 Deécima Sexta Aula (25/06/2008):

9.2.1 Isotermas instaveis e transigcoes de primeira ordem:

Até aqui focamos nossa discussdo no potencial de Gibbs que, de fato, ¢ um po-
tencial natural para tratar o problema, dada a sua caracteristica de continuidade
na passagem entre as fases. Entretanto, uma descri¢gdo em termos de isotermas
¢ muito mais comum em termodinamica. Assim, passaremos nesta sec¢do, a fazer
um tratamento das transigoes de fase de primeira ordem usando o formalismo de
isotermas instdveis. Nossa principal ferramente serd a equacao de van der Waals
que, a0 menos qualitativamente, representa muito bem as principais caracterfs-
ticas desses processos de transicao—todas as equagoes de estado semi-empiricas
possuem comportamento similar.
Para um fluido de van der Waals, podemos escrever

BT o (9.1)

de modo que, para o caso realistico da molécula de hidrogénio (Hs), temos
asa curvas mostradas na figura 9.5. Os parametros usados foram: a = 0.0248,
b= 26.6x107% e as temperaturas usadas nos diversos graficos foram: T} = 28.5,
Ty, =29.5K, Ty = 30.5K, Ty = 31.5K, Ts = 325K, Ts = 33.5K e Ty = 34.5K".

1Por simplicidade de notacéo, nfio iremos colocar as unidades para as varidveis, supondo-as
sabidas em cada passagem.
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Figure 9.5: isotermas de van der Waals para os dados fornecidos no texto.

Estas isotermas possuem uma regiao de instabilidade, onde nao valem as
condigoes de segunda derivada, aqui representadas pela condicao equivalente

k7 > 0, ou seja,
ory
ov ) ’

Se considerarmos apenas uma dessas isotermas isoladamente, como na figura
9.6, podemos ver com mais detalhes que a regiao de violagao é dada por FK M.
Essa violacao do principio de estabilidade implica que essa porgao FKM da
isoterma deve ser considerada nao-fisica de modo que deve haver uma transi¢do
de fase na mesma.

O potencial de Gibbs é determinado pela forma da isoterma (a menos de
uma fungdo arbitrdria em T'), pois

dg = dp = —sdT + vdP,

pela condi¢do de Gibbs-Duhem. Assim, integrando a temperatura constante,
ficamos com

gz/v<P>dp+¢<T>,

onde ¢ (T) é a funcao arbitraria da temperatura. Como v (P) é o integrando,
faz mais sentido considerar a curva v x P, mostrada em 9.6(b) do que a curva
P xwv, mostrada em 9.6(a). Se colocamos um valor arbitrario para o potencial de
Gibbs (igual ao potencial quimico) em algum ponto, como o ponto A, podemos
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Figure 9.6: Uma isoterma particular da equa ¢ao de van der Waals.

calcular o potencial quimico p em qualquer outro ponto da mesma isoterma,
como em B, usando

B
pp=pa= [ v(P)ap

Uma outra possibilidade, é fazer uma mudanga de varidveis (ou integragao
por partes) de modo a obter

B
B
fp = pa = vP[y _/A P (v) dv,
que pode ser mais interessante, dependendo da forma da fungdo P (v) ou v (P).

Example 142 Considere a equagio (9.1) e encontre a equagdo v (P) corre-
spondente. Temos que

de modo quescrever

RT a ab
3 Hhly o a4
v <b+P>v +Pv 0,

cujas solucoes sao, colocando

(=)
+
&

Sl

=
I
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€ = =363 + 108y + 8a> + 12\/ 3% —3a23% — 54afy + 8192 + 12a37,

as sequintes:
§1/3 6 g a 1/3
3 6 (3 9 ) &

M§1/3+3( )( ,%>§—1/3,
Ee s zf)( -%

que sao, obviamente, trés equagdes diferentes, como fica ébvio se olharmos a
figura 9.6(b).

Example 143 Considere a equagdo (9.1) e a isoterma mostrada na figura
9.6(b) para a temperatura T = 30.5K. Assinale o valor n = 1 para o ponto
P =0.11 x 10" Pa. Calcule o potencial quimico nos pontos P = 0.09 x 10" Pa e
P =0.12 x 10" Pa. Temos que nossos pardmetros sao:

a=b+ 8L =0.266 x 10—+ 4 2535710
ﬁ a _ 0.0248
P~ P )
_ 0.65968x10~8
- P

o
3
a
3

V3 = 3 —

’)/_b

e os resultados devem ser dados por

B
—b a|B
—u, =P8 - = vP|; —RTIn - = .
pp — pa = vP[y /A Pv)dv=wv |A R (A—b) U‘A

Agora temos que saber que pontos sio A e B. O ponto A é dado pela pressio
P4 =0.11 x 107 Pa, que tem associada a ela o volume

—0.0042 — 0.00757
va =< —0.0042 4 0.0075¢ ,
0.008790866116

de modo que, como é ébvio, apenas o terceiro resultado pode ser usado (Vi =
0.0088). Agora, para o ponto B (se usamos a pressio P = 0.12 x 107) temos

0.00004702626122
012 = ¢ 0.000095 — 0.000050
0.000095 + 0.000050

que também implica em apenas um resultado aceitdvel. Mas entdo, para essa
pressao, teremos
P91y = —8600.978443

Para uma pressio dada por Pg = 0.09 x 107 Pa, ficamos com

0.00005025853956
099 = ¢ 0.00008356120333
0.0001745324793
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de modo que ficamos com trés resultados possiveis

P90 ) = —8615.511998
pl009 )y, = —8611.684053 .
P00 = —8617.125577

Assim, segundo o exemplo anterior, podemos considerar o sistema em um
estado A e em contato com um reservatério de pressdo e outro de calor. Se
aumentamos a pressao do reservatério de pressao quase-estaticamente, de modo
a manter a temperatura constante, entao nosso sistema percorre a isoterma T' =
30.5K no nosso exemplo. Para pressoes menores do que Pg, vemos que o volume
do sistema (nessa isoterma) ¢ univalorado. A medida em que a pressio aumenta
acima de Ppg, entretanto, trés estados de mesmo P e T',. mas diferentes v, se
tornam acessiveis ao sistema. Suponha a trinca de valores C, L e N, mostrada
no grafico; Destes trés valores, L é instdvel, mas tanto C' e N representam
minimos do potencial de Gibbs. Qual desses dois pontos de minimo o sistema
escolhe vai depender de qual deles representa um minimo global do potencial de
Gibbs (ou do potencial quimico) (para esta temperatura).

Exercise 144 Construa uma curva de p (P) para o sistema do exempo anterior
variando P de P = 0.07x107Pa e P = 0.15x 107 Pa. Temos a tabela, construida
sequndo os passos do exemplo anterior:

| P (107) | P |
0.070 —8661.232235
0.075 —8623.285354 | —8622.885724 | —8648.373102
0.080 —8620.631355 | —8619.418980 | —8636.798359
0.085 —8618.046424 | —8615.695918 | —8626.403344
0.090 —8615.511998 | —8611.684053 | —8617.125577
0.095 —8613.017956 | —8607.297182 | —8608.966285
0.100 —8610.557769
0.105 —8608.126823
0.110 —8605.721664
0.115 —8603.339593
0.120 —8600.978443

e o grifico fica dado pela figura 9.7

A medida em que a pressao ¢ aumentada ainda mais, o sistema encontra o
ponto tnico D, no qual a curva de p intercepta a si prépria. Nesse ponto, temos
que o minimo de p vem do outro ramo da curva. Assim, na pressao Prp = Py,
que é maior do que Pp, o estado fisico ¢ Q). Abaixo de Pp o estado fisico do
sistema é constituido dos pontos entre B e A. Mas entdo, a isoterma fisicamente
significativa é aquela que conecta todos esse pontos.

Exercise 145 Construa a isoterma significativa para o grifico P X v usando o
sistema dos exemplos anteriores.
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P
0,07 0,08 0,08 a1 0,11 0,12
oA PR PR SR SR L P

Figure 9.7: O trajeto percorrido pelo sistema a partir da an dlise do potencial
quimico (potencial de gibbs) e a pressao.

A isoterma obtida no exemplo anterior é uma relagao fundamental termodi-
namicamente aceitdvel. Para sabermos como determinar o ponto D de mudanca
de ramo, basta notar que (cf. figura 9.8) pp = po de modo que

O
po—wp= [ (PP =0

lembrando que a integral é tomada ao longo da isoterma hipotética. Mas essa
integral pode ser rearranjada na forma

F K M o
/ vdP—i—/ vdP—l—/ vdP+/ vdP =0
D F K M

F F K o
/ vde/ vdP :/ vde/ vdP,
D K M M

e, portanto, a condi¢ao nos diz que

ou ainda

area I =darea II.

E apenas apés termos truncado a nao-monotdnica isoterma com esta relagao
de dreas iguais que a isoterma assim construida representa uma isoterma fisica-
mente aceitdvel.
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Figure 9.8: A isoterma termodinamicamente aceitével.

Note que hé uma variagao nao nula no volume molar no ponto da transicao
de fase, ou seja, ha uma descontinuidade no volume. Nos exemplos anteriores,
o ponto D é dado aproximadamente pela pressio Pp = 0.0916 x 10" Pa. Os
volumes, para essa pressao, sao:

0.500 x 107%,0.859 x 10~%,0.168 x 1073,

sendo que o volume do meio representa o valor instdvel. Assim, temos uma
variagao no volume, no ponto D dada por

Av=0.118 x 1073.

Example 146 Encontrar o ponto Pp a partir do grdfico por mera inspe¢ao
é por demais grosseiro. Assim, faga wm programa em computa¢do algébrica,
usando o método de biparticao, que encontre automaticamente o valor de Pp e
os valores de vp e vo com uma tolerdncia pré-fizada.

0 programa pode ser escrito como:
> a:=0.0248; b:=26.6%10"(-6) ;R:=8.314;T:=30.5;
> eq:=v"3-(b+R*T/P)*v~2+a/P*v-a*b/P=0;
> P0:=0.11%10"7;
> Tol:=0.1*%10"(-7) ;stepsize:=-0.005%10"7;flag:=false;
> for i from 1 to 100 by 1 while flag<>true do
vB1l:=solve(subs(P=P0,eq));
if Im(vB1[1])<>0 or Im(vB1[2])<>0 or Im(vB1[3])<>0 then
PO:=PO+stepsize:
else
Pf:=PO+stepsize:
vB2:=solve(subs(P=Pf,eq)):

V V V V V V
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compl:=(vB1[3]-vB1[1])*PO-
RxTx1n( (vB1[3]-b)/(vB1[1]-b) )-
a/vB1[3]+a/vB1[1]:
comp2:=(vB2[3]-vB2[1])*Pf-
RxT*1n( (vB2[3]-b)/(vB2[1]1-b) )-
a/vB2[3]+a/vB2[1]:
if compl*comp2<0 then
Pmid:=(PO+Pf)/2:
vB3:=solve (subs(P=Pmid,eq)):
comp3:=(vB3[3]-vB3[1])*Pf-
RxT*1n( (vB3[3]-b)/(vB3[1]-b) )-
a/vB3[3]+a/vB3[1]:
if compl*comp3<0 then
stepsize:=stepsize/2:
else
PO:=Pmid:
stepsize:=stepsize/2:
fi;
else
PO:=PO+stepsize:
fi;
fi;
if -stepsize/1077<2*Tol then flag:=true: fi:
od;
Pprocurado:=P0;vB1:=solve(subs(P=P0,eq));
test:=(vB1[3]-vB1[1])*Pprocurado-
R*xTx1n( (vB1[3]-b)/(vB1[1]-b) )-
a/vB1[3]+a/vB1[1];

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYVYVYyV

0 resultado, para os valores que estamos usando ate aqui, e:
Pprocurado=913288.8793 (comparar com 916000.0000 por inspecao)
vD=0.5005060328e-4, vK=0.8559177063e-4, v0=0.1686101911e-3
test = 0.167e-4 (quanto mais proximo de zero, melhor)

Variagoes em outras varidveis também podem ser obtidas. A mudanga na
entropia pode ser calculada a partir da integragao de

ds = (QE) dv
0s )

sobre a isoterma hipotética OM K F D, ou ainda, usando as relagoes de Maxwell,

oP
As=8sp —so = / <—> dv,
pore omkrp \OT /,

que pode ser interpretada graficamente como sendo a drea entre duas isotermas
vizinhas, como mostrado na figura 9.9. Nesse caso, & medida em que o sistema
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é transformado a temperatura e pressao fixas indo da fase O pura, para a fase
D pura, ele absorve uma quantidade de calor por mol igual a {po = T'As.

Figure 9.9: A descontinuidade na entropia molar. A &rea entre isotermas ad-
jacentes estd relacionada com descontinuidade da entropia e, portanto, o calor
latente.

Example 147 Calcular, para o mesmo sistema dos exemplos anteriores, a vari-
acao na entropia e o calor latente envolvido na transicio O — D. Para calcular
essa quantidade, devemos notar que

orP\ _ R
or), wv-»u
de modo que

_ -3
As :/ R do — Rln vp —b P 0.168 x 10 b
OMKFD UV — vo — b 0.500 x 104 —b

de forma que
As = 14.93760176

e, portanto,
¢ =TAs =30.5 x 14.93760176 = 455.597K.

Tendo calculado essa diferenca e também a diferenca no volume, é ficil
calcular a diferenca na energia como sendo

Au=up —up = TAs — PAv.
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Com esse método, chegamos ao fim de nossos cédlculos com a classificacao de
todo o processo termodinamico: a regiao SO estd na fase liquida pura, a regiao
DA esté na fase gasosa pura. A regido achatada OKD corresponde a uma
istura das duas fases. A regido de mistura de fases liquidas e gasosas ¢é limitada
por uma curva que se assemelha a uma pardbola juntando as extremidades das
regices achatadas de cada isoterma, como mostra a figura 9.10.

Figure 9.10: Classificacdo de fases no plano P — v.

Fica faltando apenas saber calcular a quantidade de cada fase na regiao
onde elas coexistem, ou seja, nas regides achatadas do gréfico. Sabendo-se que
devemos ter sempre

V = Nv = Nzxpve + Nzgvg,

onde v, ¢ o volume do ponto D e v; é o volume do ponto O, e z, ¢ a fragao
molar de gas e zy a fragao molar de liquido, de onde retiramos a identidade

Vg — U v — Uy

Ty = Tg =

, .
Vg — Vg Vg — Vg

Esta é a chamada regra do nivel.

Exercise 148 Nos nossos exemplos, calcule as porcentagens molares das fases
liquida e gasosa quando o volume é v = 0.0001.

Assim, ao final desses calculos, podemos dizer que: um fluido de van der
Waals, representando um gds de moléculas de hidrogénio, sendo mantido durante
todo o processo a temperatura T' = 30.5K, encontra-se no estado liquido puro
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até o volume vp = 0.5005 x 10~% & pressao P = 0.091328 x 107, e encontra-se no
estado gasoso puro a partir do volume vo = 0.1686 x 102 & mesma pressao. A
transicao de fase implica em uma variacdo no volume de Av = 0.11855 x 1073.
Entre esses dois volumes, hd uma transi¢do de fase, & pressdo e temperatura
constantes na qual as fases liquida e gasosa coexistem. Quando, durante a tran-
sicdo, o volume é v = 0.1 x 1073, entdo temos uma porcentagem de z, = 58% do
sistema no estado liquido e x4 = 42% do sistema no estado gasoso. No processo
de transicdo de fase, o calor latente de vaporizagao é (para a temperatura uti-
lizada) Cyapor =~ 456. Note os volumes baixissimos e a temperatura baixa na
qual podemos encontrar o géds hidrogénio (Hs) liquefeito.





